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Vorwort 

Die Vorlesungen über Kurventheorie, die ich hiermit der Öffentlichkeit 
übergebe, verfolgen nicht die Absicht, eine vollständige Darlegung aller 
Aufgaben und Entwickelungen zu bieten, die im Anschluß an die Elemente 
dieser Theorie gestellt und durchgeführt sind; sie sollen vielmehr haupt- 
sächlich eine einheitliche Mitteilung der Begriffe und Methoden enthalten, 
die in den weiteren Vorlesungen über Flächentheorie zur Anwendung 
kommen, wobei aber auf die Behandlung wichtiger und zum Teil neuer 
Einzelheiten nicht verzichtet wurde. Die geometrischen Fragestellungen 
sind in den Vordergrund gerückt und in der zu ihrer Lösung angewandten 
analytischen Methode ist nach möglichster Strenge gestrebt worden. An 
die Seite der geometrischen Fragestellungen sind die kinematischen getreten, 
die bereits bei den Scharen von Kurven in einer Ebene ihre Fruchtbarkeit 
erweisen, aber besonders bei den Kurven im Baume zu bemerkenswerten 
Ergebnissen führen, deren Umfang durch die hier gebotene Darstellung 
noch bei weitem nicht erschöpft ist 

Es war ursprünglich meine Absicht, den einzelnen Kapiteln meiner 
Vorlesungen historische Skizzen beizufügen; doch erwies sich dies nament- 
lich im Anfang unausführbar. Mit der bloßen Anführung älterer histo- 
rischer Tatsachen ist wenig geleistet, die Schilderung der früheren An- 
schauungen und Methoden aber erfordert Raum und bildet eine Aufgabe 
für sich. Bei neueren Problemen ist die Literatur nach Möglichkeit mit- 
geteilt. 

Das Kennzeichnende der im folgenden gebotenen Entwickeluugen liegt 
in der gänzlichen Vermeidung des ünendlichkleinen und in der ausschließ- 
lichen Benutzung von Grenzübergängen, die bei den gemachten Voraus- 
setzungen auf Grund elementarer Sätze über Potenzreihen möglich werden. 
Damit verbot es sich von selbst, die sogenannten Berührungen verschiedener 
Ordnungen als ein Mittel zur Erforschung der Krümmungsverhältnisse 
einer Kurve zu gebrauchen. — In der Anwendung der analytischen 
Methode sind nur die einfachsten Hilfsmittel der analytischen Geometrie 
benutzt. Um hier formale Weitläufigkeiten zu vermeiden, ist einerseits, 
wenn drei sich auf die Koordinatenachsen beziehende Gleichungen auftreten, 
meistens nur die erste hingeschrieben, und anderseits ist von dem Summen - 
zeichen 2 reichlich Gebrauch gemacht worden, wobei hinter das Zeichen 2 
nur das erste Glied der gemeinten Summe gesetzt ist. Diese Bezeichnungs- 
weise ist leicht verständlich und bedarf keiner besonderen Erklärung, wie die 
Vektoranalysis, die für die Mechanik ein weit natürlicheres Hilfsmittel ist, 
wie für die Geometrie. 



IV Vorwort. 

In der Differentialgeometrie ist eine glückliche Fragestellung, die zu 
einer Erweiterung unseres anschaulichen Erkennens und zur Yermehrung' 
der Mittel führt, mit denen wir die Mannigfaltigkeit der Erscheinungsformen 
zu beherrschen vermögen, die Hauptsache. Aber eine Frage ist hier erst 
vollständig beantwortet, wenn die analytische Lösung nach allen Seiten 
hin geometrisch durchleuchtet ist und anschauliche Form gewonnen hat. 
Dabei ist ein beständiges Zurückgreifen auf die grundlegenden Frage- 
stellungen unvermeidlich. Wenn ich daher der Tangente, dem Krümmungs- 
mittelpunkt, der Berührenden, der Einhüllenden usw. eingehende Erörte- 
rungen widme, so bedenke man, daß es mit den Grundbegriffen einer 
Wissenschaft geht, wie mit dem Frühling, hier wird es immer noch etwas 
zu singen, dort noch etwas zu sagen geben. 

R. von Lilienthal. 
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L Die einzelne Kurve« 

§ 1. Die Tangente. 

Es gibt zwei Grundbegriffe, zu denen die Betrachtung der Krüm- 
laung ebener Kurven gefuhrt hat, nämlich den Begriff der Tan- 
gente und den des Erümmungsmittelpunkts. um den ersteren 
zu entwickebi, betrachten wir einen sich nirgends durchschneidenden, 
stetigen und ganz im Endlichen gelegenen Kurvenzug und beziehen 
die Punkte desselben auf ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz, das der 
X- und y- Achse. Wir legen femer auf der Kurve eine Richtung fest, 
so daß es zu jedem, nicht mit einem Endpunkt des Kurvenzugs 
zusammenfallenden, Punkte der Kurve auf ihr vorwärts und rück- 
wärts gelegene Punkte gibt. Es seien nun a?, y imd x + /Jx^ 
y + jdy die Koordinaten zweier Punkte des Kurvenzugs, von denen 
der erste nicht mit einem Endpunkte des Zugs zusammenfallt. Die 
Halbgerade, die von dem ersten Punkte ausgehend den zweiten triffb, 
bilde mit der positiven a;-Achse den Winkel a^. Dann ist: 

cos a. = =-y sin a, == —====? 

wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 

Nähert sich die Halbgerade, wenn sich der zweite Punkt auf 
derselben Seite des ersten bleibend dem ersten nähert, einer bestimmten 
Grrenzlage, so nennen wir sie in dieser örenzlage eine Halbtangente 
der Kurve. Da nun der zweite Punkt hinsichtlich des ersten sowohl 
ein nach vorwärts wie nach rückwärts gelegener Punkt sein kann, 
so wird entweder gar keine Ghrenzlage auftreten, oder nur eine, oder 
es werden zwei vorhanden sein. Im letzten Falle können sie einen 
Winkel < ä, = ä, oder -= miteinander bilden. 

Es gibt nun eine weitumfassende Voraussetzung, unter der sich 
die fraglichen Ghrenzlagen bestimmen lassen, nämlich die folgende. 

y. Lilien thal, Differentialgeometrie. I. 1 
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Die Koordinaten x und y sollen endliche und stetige Funktionen einer 
Veränderlichen t sein, 

von der Art, daB 1. jedem Wert von t innerhalb des Intervalls <o • • • ^i 
nur ein Punkt der Kurve entspricht, 2. daB zwei verschiedenen Werten 
von i innerhalb des fraglichen Intervalls auch zwei verschiedene 
Kurvenpunkte entsprechen, 3. daß für jeden innerhalb des Intervalls 
liegenden Wert von t die Ausdrücke fi(t + ^t), f^{t + ^t) sich in 
gewöhnliche, also nach ganzen, positiven Potenzen von ^t fort- 
schreitende, Potenzreihen entwickeln lassen, die für ein absolut ge- 
nommen hinreichend kleines ^t konvergieren. Denken wir uns die 
Werte von t durch die Punkte einer geraden Strecke versinnbildet, 
so besagt die Bedingung 1., daB diese Strecke eindeutig auf das 
Kurvenstück abgebildet ist, und die Bedingung 2. besagt, daß auch 
umgekehrt das Kurvenstück eindeutig auf die gerade Strecke ab- 
gebildet ist. Infolge dieser gegenseitig eindeutigen Abbildung ent- 
spricht einem wachsenden t nur eine Fortschreitungsrichtung auf der 
Kurve, einem abnehmenden t die ihr entgegengesetzte. Die Potenz- 
reihen: (^^ ^^j 

fangen im allgemeinen mit der ersten Potenz von zJt &d.'^ denn wäre 
längs eines Stückes der <- Geraden fi{t) und f2(t) gleich Null, so 
entspräche dem Stück ein Punkt, nicht ein Kurvenstück. Die Punkte, 
für die f^^t) und ^'(<) gleichzeitig verschwinden, können daher nur 
vereinzelt auftreten, so daß sich in hinreichend kleiner Umgebung 
jedes einzelnen von ihnen kein weiterer solcher Punkt befindet. 

Wir nennen einen Punkt der betrachteten Kurve, für den ^i'(^) 
und f^if) nicht gleichzeitig verschwinden, einen gewöhnlichen 
Punkt der Abbildung des Kurvenstücks auf die ^-Gerade oder 
kurz einen gewöhnlichen Punkt der Abbildung. Die übrigen 
Punkte seien außergewöhnliche Punkte der Abbildung genannt. 

Die Ausdrucksweise Punkt der Abbildung soll anzeigen, daß 
das unter Umständen auftretende Außergewöhnliche in der Be- 
schaffenheit der Abbildung seinen Grund haben kann und nicht not- 
wendig auch etwas geometrisch Außergewöhnliches anzuzeigen 
braucht. Es wird geradezu unsere Aufgabe sein, zu ermitteln, unter 
welchen Bedingungen ein außergewöhnlicher Punkt der Ab- 
bildung auch ein geometrisch außergewöhnlicher Punkt der 
Kurve ist. 

Um die Grenzwerte von cos cc^ und sin a^ in allen Fällen leicht 
aufzufiinden, bezeichnen wir mit v den kleinsten Wert von m, für den 

(m) (m) 

die Ableitungen /i(<) und f^^t) nicht gleichzeitig verschwinden. Femer 
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Bei 6 gleich + 1 oder —1, je nachdem der Zuwachs ^t von t positiv 
oder negativ ist. 

1. HalbtangentO; Spitze. Infolge der Festsetzung über die 
Zahl i/.ist: 

n=0 n=0 

Eine obere Grenze von n ist hier nicht angebbar^ da die fraglichen 
Summen sowohl aus endlich vielen Summanden zusammengesetzt sein 
als auch unendliche Reihen darstellen können. 
Jetzt wird: 

«1 = 

cos cc^- 



Die Potenzreihe unter dem Wurzelzeichen beginnt mit dem Gliede: 

Da die Wurzel positiv ist, darf nur der absolute Betrag von ^t* 
d. h. fi^'z^^*', aus der Wurzel herausgesetzt werden. Nehmen wir noch: 



wo das Zeichen y, wie stets im folgenden, den positiven Wert der 
Wurzel bedeuten soll, so erhalten wir: 

Lim cos CL = ^ ,J^ > 
und entsprechend: 

Lim sm a. = * ,J^ ' - 

Unsere Voraussetzung über die Funktionen f^(t) und f^{t) schließt 
hiernach den Fall, daß sich die beiden von einem Punkt ausgehenden 
Halbtangenten unter einem von Null und üt verschiedenen Winkel 
schneiden, aus. 

Ist V ungerade, so erhalten wir, je nachdem ^dt als positiv oder 
negativ angesehen wird, zwei nach entgegengesetzten Richtungen hin 
vom Eurvenpunkt ausgehende Halbtangenten, die zusammen die 
Tangente der Kurve bilden. Ist v gerade, so gibt es, gleichviel auf 
welcher Seite des Eurvenpunkts man sich ihm nähert, nur eine 
Halbtangente. Dieser letzte Fall bildet eine geometrische Besonderheit. 
Ein Punkt, in dem dieser Fall eintritt, soll eine Spitze der Eurve 
genannt werden. 
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2, Positive Halbtangente, positive Halbnormale^ Wende- 
tangentO; Hellebardenspitze; Schnabelspitze. Als positive Halb- 
tangente in einem Punkt der Enrve bezeichnen wir diejenige, die einem 
wachsenden t entspricht. Hier ist also während des Grenzübergangs 
jdt bestandig positiv, s bestandig gleich Eins. Den Winkel, den die 
positive Halbtangente mit der positiven o;- Achse bildet, nennen wir a. 
Dann folgt: 

cos a = '-^—7^; smtf = ^' ,' - 

Als eine Normale der Kurve pflegt man eine Gerade zu bezeichnen, 
welche auf einer Tangente im Berührungspunkt senkrecht steht. Um 
in der Normalen zwei Halbnormalen festzulegen, verstehen wir unter 
positiver Drehung der Ebene um einen Punkt eine solche, deren 

Richtung der Richtung derjenigen Drehung von der Grroße -r- parallel 

ist, welche die positive iu-Achse in die positive y-Achse überführt. 
Als positive Halbnormale soll diejenige betrachtet werden, die 
aus der positiven Halbtangente durch eine positive Drehung der 

Ebene von der Größe -^ um den Berührungspunkt der Tangente er- 
halten wird. Alle Punkte der Ebene, die mit denen der positiven 
Halbnormale auf derselben Seite der Tangente liegen, sollen als auf 
der positiven Seite der Tangente liegend angesehen werden. 
Ebenso sollen alle Punkte der Ebene, die mit denen der positiven 
Halbtangente auf derselben Seite der Normalen liegen, als auf der 
positiven Seite der Normalen liegend angesehen werden. 

Es ist naturgemäß, die Punkte der Umgebung eines Eurven- 
punkts auf das zu diesem gehörende Ereuz der Tangente und Normale 
zu beziehen. Setzen wir: 

(I — x) cos a + (ly — y) sin a = w, 
— (S — o:) sin cc + {tj — y) cos a = v, 

so bedeutet u die positiv oder negativ genommene Maßzahl des senk- 
rechten Abstandes des Punktes (S, rj) von der Normalen, je nachdem 
der Punkt auf der positiven oder negativen Seite der Normalen liegt; 
es bedeutet v die positiv oder negativ genommene Maßzahl des senk- 
rechten Abstandes des Punktes (|, rf) von der Tangente, je nachdem 
der Punkt auf der positiven oder negativen Seite der Tangente liegt. 
Wir erhalten die dem Werte t +^t entsprechenden Werte von 
u und V, wenn wir in den vorigen Gleichungen statt g und rj setzen 
X +jdx und y +/ly. Bedeutet X den kleinsten Wert von n, für den 
die Determinante A^''^(OA^'"^"^(0 - fi^''\i)U'"^*'^(f) nicht verschwindet, 
so ergibt sich: 
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Wir nehmen nun den absolnten Betrag von Jt so klein, daß die 
ßreihen für u und v das Vorzeichen ihres ersten Gliedes erhalten. 
Dann wird die Zahl w, wenn ,dt von negativen Werten zu positiven 
übergeht^ ihr Vorzeichen wechseln oder nicht, je nachdem v ungerade 
oder gerade ist. Im ersten Fall schneidet die Kurve im betrachteten 
Punkt ihre Normale, im zweiten berührt sie dieselbe, und es liegt 
eine Spitze vor. Diese Definition einer Spitze dürfte zuerst von 
ö. Peano gegeben sein. (Applicazioni geometriche del calcolo infinitesi- 
male, Torino, 1887, S. 62.) 

Die Zahl v wechselt, wenn ^t vom Negativen zum Positiven 
übergeht, ihr Vorzeichen, oder sie behält es bei, je nachdem v + X 
ungerade oder gerade ist. Im ersten Falle schneidet die Kurve ihre 
Tangente in dem betrachteten Punkt, im zweiten liegt sie in hin- 
reichender Nähe des betrachteten Punktes auf ein und derselben Seite 
der Tangente. Ist v ungerade und X ungerade, so sagen wir, daß 
die Kurve an der betrachteten Stelle eine gewöhnliche Tangente 
besitze; ist v ungerade, X gerade, so nennen wir die betreffende 
Tangente eine Wendetangente; ist v gerade, so soll die entsprechende 
Spitze eine Hellebardenspitze heißen, wenn X ungerade ist, aber 
eine Schnabelspitze, wenn X gerade ist. Diese Benennungen sind 
anschaulicher wie die älteren: Spitze erster Art für Hellebarden- 
spitze, Spitze zweiter Art für Schnabelspitze. 

Von besonderer Wichtigkeit ist nun die Beantwortung der Frage, 
wie sich die Zahlen v und X ändern, wenn man statt t eine neue 
Veränderliche einführt. Es sei < = 9(r) und: 

Damit unsere allgemeinen Forderungen für die Darstellung der 
Koordinaten x und y durch eine Veränderliche erfüllt bleiben, müssen 
sich bei absolut genommen hinreichend kleinem ^t für jdt sowohl 
positive wie negative Werte ergeben, da wir ja t als innerhalb des 
Intervalls tQ . ..t^ befindlich, nicht mit einer Grenze tQ oder t^ zusammen- 
fallend, betrachtet haben. Daher muß [i eine positive, ungerade 
ganze Zahl sein. Es wird: 

An die Stelle der Zahl v tritt also die Zahl iiv. 
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um die Zahl zu finden, welche an die Stelle von X tritt, be- 
rücksichtigen wir, daß aus dem Verschwinden der Determinanten: 

/;(")/•,("+«) - f^i-yf^iy-^-n) (n - 1, 2, ... A - 1) 
die Darstellungen folgen: 



Daher ist: 



Ersetzen wir nun ^dt durch die angenommene Entwicklung nach. 
Potenzen von dt, so folgen Darstellungen von der Form: 

in denen die Zahlen Cq und c^q von Null verschieden sind. 
Ist nun Je eine Zahl <fiX, so hat man: 

Es verschwindet somit die Determinante: 
Ist aber Je ^ fiX, so hat man: 

somit ist die Determinante: 

von Null verschieden, und an die Stelle der Zahl X tritt die Zahl [iX. 
Da [i ungerade, so sind die Zahlen ^v und ^X mit v und X gleich- 
zeitig gerade oder ungerade; unsere Kennzeichen für eine gewöhnliche 
Tangente, eine Wendetangente, oder eine Art von Spitzen bleiben also 
erhalten. 

Im allgemeinen, d.h. nach Ausschluß getrennt liegender 
Punkte, ist 1/ == 1 und X=>i, wenn wir es mit einer krummen 
und nicht mit einer geraden Linie zu tun haben. An- 
genommen immlich, es wäre innerhalb des Intervalls t^ , . .t^ längs 
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einer Strecke beständig jf^'/i" "" f%f\ gleich Null. Dann bestimmen 
wir innerhalb dieser Strecke eine zweite derartige daß für keinen ihrer 
Punkte // oder f^ verschwindet. Längs der zweiten Strecke ist: 






woraus sich durch Integration f^' = cf^ und damit y = ex -\- c^ ergibt, 
unsere Voraussetzung kann daher nur längs einer geraden Linie 
erfüllt sein. 

3. Zyklische Abbildung der Tangenten, um die Richtungs- 
änderungen der positiven Halbtangenten zu veranschaulichen^ zieht man 
in einem Ereise^ den man am einfachsten mit dem Halbmesser Eins 
um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt legt^ lauter Halb- 
messer, die den positiven Halbtangenten der Kurve parallel sind. Der 
Halbmesser, welcher der im Kurvenpunkt P berührenden positiven 
Halbtangente parallel ist, endige im Punkte Q. Der Winkel a, den 
der fragliche Halbmesser mit der positiven a;- Achse bildet, werde, 
als Funktion von t betrachtet, mit a(t) bezeichnet. Wir beschränken 
nun die Werte ^+^^ auf ein so kleines Intervall, daß in ihm mit 
Ausnahme des dem Werte t selbst (^t =» 0) entsprechenden Punktes 
nur gewöhnliche Punkte der Abbildung liegen. Dann ist: 



Aber: 



folglich: 



« = 

e^'^'^w (t) 



Lim cos a{t +^t) = s^—^ cos a(t), Lim sin a(t +^t) = 6^~^ sin a(t). 

Bei ungeradem v ist somit der Winkel a stetig an der Stelle 
^t = 0, bei geradem v aber mficht er einen Sprung von der Größe x. 
Der Punkt Q beschreibt, wenn ^t vom Negativen zum Positiven über- 
geht, bei ungeradem v einen Kreisbogen; bei geradem v nähert er 
sich einem Grenzpunkt Q^ und springt dann in den diametral gegen- 
überliegenden Punkt ^2 über. Wir fragen nun, ob die Bewegung des 
Punktes Q bei negativem ^t in demselben Sinne oder in dem entgegen- 
gesetzten Sinne erfolgt, wie bei positivem z/<, mit anderen Worten, 
ob der Winkel a beständig zu- oder abnimmt, oder ob er vom Zu- 
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nehmen oder Abnehmen zum Abnehmen oder Zunehmen übergeht, 
wenn /it die Null durchschreitet. Zur Entscheidung dieser Frage 
bilden wir die Ableitung des Ausdrucks: 

nach dt und erhalten: 

du(f-\-M) f,'(t + J{)f,"{t + Jt)-f,'{t + Jt)f,"(t+Jt) 

Die Entwicklung des hier auftretenden Zahlers beginnt 
mit der 2v + X — 3**" Potenz Ton dt, und dies ist ein Satz, 
der für unsere Betrachtungen eine grundlegende Bedeutung 
besitzt. 

Verstehen wir unter ^ die Eins, unter ._ . die Null, so ist stets, 
auch far 1/ - 1: ^ ^ 

wo fi eine der Zahlen 1^ 2 bedeuten soll. 
Somit: 

wir erhalten daher: 

Nimmt man den absoluten Wert von M so klein, daß diese Ent- 
wicklung das Vorzeichen ihres ersten Gliedes besitzt, so ändert die 
links stehende Ableitung, wenn /dt die Null durchschreitet, ihr Vor- 
zeichen, oder sie behält es bei, je nachdem X gerade oder ungerade 
ist. Falls fj('*')f^(r+^)— f^i'^)f^^'^+^) positiv ist, nimmt bei geradem X 
und wachsendem negativem ^t der Winkel a ab, bei geradem X und 
wachsendem positivem z/^ nimmt er zu, ebenso bei ungeradem X und 
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wachsendem Jt Falls f^(^)f^('"\-^)— f^i^)f^i^-^^) negativ ist, nimmt bei 
geradem X und wachsendem negativem ^t der Winkel a zu, bei ge- 
radem X und wachsendem positivem ^t nimmt er ab, ebenso bei 
ungeradem X und wachsendem ^t 

Für ein ungerades v, d.h. für ein an der Stelle z/< = stetiges a, 
folgt aus der vorigen Entwicklung, daß die erste an der Stelle t nicht 
verschwindende Ableitung von a (t) nach t die A*® ist, da: 

Bei ungeradem v besitzt also an der Stelle t der Winkel a ein 
Maximum oder Minimum, wenn X gerade, sonst nicht. 

Wir können jetzt die oben betrachteten Fälle mit Hilfe des 
Winkels a folgendermaßen kennzeichnen: 

1. An einem Punkte mit einer gewöhnlichen Tangente ist der 
Winkel a stetig und nimmt vor und nach der Stelle entweder zu 
oder ab. 

2. An einem Punkt mit einer Wendetangente ist der Winkel a 
stetig; er geht in ihm entweder vom Wachsen zum Abnehmen, oder 
vom Abnehmen zum Wachsen über. 

3. An einer Hellebardenspitze macht der Winkel a einen Sprung 
von der Größe ä und nimmt vor und nach der Stelle entweder zu 
oder ab. 

4. An einer Schnabelspitze macht der Winkel a einen Sprung von 
der Größe ä; er geht in ihr entweder vom Wachsen zum Abnehmen, 
oder vom Abnehmen zum Wachsen über. 



§ 2. Der Erilmmniigsmittelpimkt. 

Zu dem Wert t gehöre ein gewöhnlicher oder außergewöhnlicher 
Punkt der Abbildung. Den hinreichend wenig von t verschiedenen 
Zahlen t + ^t entsprechen gewöhnliche Punkte der Abbildung. Die 
zu t gehörende Kurvennormale hat die Gleichungen: 

S = Ä" — Ä sin a(t), 1? = y + Ä cos a{t), 

die zu t + ^t gehörende Normale hat die Gleichungen: 

I = o; + ^x — h! sin a{t + Jt), rj = y + Jy + ä' cos a{t + z/<); 

der dem Schnittpunkt beider Normalen entsprechende Wert von h ist 
bestimmt durch die Gleichung: 
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Hier ist: 

00. .(0-0. -.(0-0. 

Daher: 

vl(v — 1)! "^^ 



wo 1/ und X dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen besitzen. 

Ist V ^ X, so erhält h für z/^ » einen endlichen bestimmten 

Grenzwert, der q genannt werden soll. Im allgemeinen ist v — X — 1 und: 

^ fAt)f,"{t)-f,'it)A"{ty 

aber für i; = Z > 1 ist: 

Der letzte Fall kann an einem Punkt mit gewöhnlicher Tangente 
eintreten (y ungerade), oder an einer Schnabelspitze (v gerade). 

Ist 1/ < X, so wird für Z/t^O der absolute Betrag von h 
unendlich groß. Für ein gerades X — v erhalten wir einen einzigen 
unendlich großen Grenzwert von h. Tritt dieser Fall an einem Punkte 
mit einer gewöhnlichen Tangente ein, so liegt eine weitere geometrische 
Besonderheit vor. Die betreffende Tangente soll stationäre Tangente 
genannt werden. Im übrigen kann der betrachtete Fall nur an einer 
Schnabelspitze auftreten. Für ein ungerades X — v erhalten wir für 
Jt =» 0, je nachdem die Annäherung an den betrachteten Punkt auf 
der einen oder anderen Seite erfolgt, einen positiv unendlichen oder 
einen negativ unendlichen Grenzwert von Ä. Dieser Fall tritt ent- 
weder an einem Punkt mit einer Wendetangente oder an einer 
Hellebardenspitze auf. 

Ist v> Xj so ist der Grenzwert von h für z/^ = gleich Null. 
Dieser Fall kann an einem gewöhnlichen Punkt der Abbildung nicht 
auftreten. Tritt er für einen Punkt mit einer gewöhnlichen Tangente 
ein, so liegt eine geometrische Besonderheit vor, für die es an einer 
passenden Bezeichnung fehlen dürfte. 

Durch die vorstehende Betrachtung sind die außergewöhnlichen 
Punkte der Abbildung geometrisch gekennzeichnet mit Ausnahme des 
Falles V ungerade und gleich A, der später im § 8 S. 31 seine Er- 
ledigung finden wird. 

Wir nennen den Endpunkt von q den zum betrachteten 
Kurvenpunkt gehörenden Krümmungsmittelpunkt der Kurve 
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und erhalten; wenn wir seine Koordinaten mit x^y y^ bezeichnen , im 
allgemeinen: ^^^, ^^^, ^ /;'(«)«)/;' («) 



00* — — CG ~'~ 



/!'(*)/■."(<) -/,'(«)/■."(<)' 



(/•.'(o'+/;'(«)'X'(«) 

Die obigen Ergebnisse müssen sich auch dadurch finden lassen, 
daß wir die Ausdrücke von x^ und y^ für eine Stelle t + dt bilden, 
der ein gewöhnlicher Punkt der Abbildung entspricht, und dann mit 
dt zur Null übergehen bei beliebig gewähltem t Wir haben: 

fdJL Af\ _ {A'(H^<)*+/;'(t+^«)'}/;'(H^O 
^n , ^A ■ {/•.'(f+^<)'+A'(H^t)'}A'(« + ^Q 

J'i«+^«) - TiKp -^ ^»; + f^'{jtJi^^f)f^»(fjf.^t)-f^'{t-{-M)f^"{t-v^t) 

Auf Grund der in § 1 S. 8 gegebenen Entwicklungen folgt: 
wenn* 

(») (» + -1) (V) (K + i) 

d.x-m)f^it)-mA(t). 

Die Grenzlage des betrachteten Punktes für z/< = fällt also 
in die Kurve, wenn v > X; sie besitzt die Koordinaten: 

wenn i; « A; für v <X erhalten wir eine unendlich ferne Grenzlage, 
oder zwei nach entgegengesetzten Richtungen hin unendlich ferne 
Grenzlageu, je nachdem X — v gerade oder ungerade ist, alles dies 
in Übereinstimmung mit den vorigen Ergebnissen. 

§ 3. Der Drehuiigsinlttelpuiikt. 

Bringen wir eine in einer bestimmten Ebene gedachte Strecke 
irgendwie in eine neue, derselben Ebene angehörende Lage, so kann 
die Überführung stets durch eine Drehung der Ebene um einen ihrer 
Punkte bewerkstelligt werden, vorausgesetzt, daß die zweite Lage der 
ersten nicht parallel ist. Die Strecke werde in ihrer ersten Lage durch 
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die Pankte Ä {x^i, y^rf) und A^ (a?— $i, tf'^fii) begrenzt. Durch 
eine Drehung der Ebene geknge A nach Ä' {X'-^i + zti, y — i? + ^i?) 
und A^ nach Ä^' (a; =» g^ + z/gi, y^fii+ ^Vi)- 

Die Oerade G^, welche die Strecke ÄÄ' in ihrem Mittelpunkt 
senkrecht schneidet, hat die Oleichungen: 

Die Oerade G^, welche die Strecke Ä^Ä^' in ihrem Mittelpunkte 
senkrecht schneidet , hat die Oleichungen: 

x~.^ + ^ + h,^nu y = % + ^-M5i. 

Der Schnittpunkt der Geraden G^ und G^ ist der gesuchte Drehungs- 
mittelpunkt (a; — lo, y =» %). 
Aus den Oleichungen: 

folgt: 

= (li - i)Ji, + {fi, - fi)Jri, + jJi,Jii, - I) + l^iJx^C'?, - 1?), 
somit: ^ . 

k=i + '^+^n jri'^^-^^jm ' 

j^ «i-S)^S,+(»j,-'j)-^»i,+|^6.^(6i-l)+|^»ji^(»i,-»i) 

Wir denken uns nun, daß die Punkte Ä und A^ Kurven be- 
schreiben und sehen |, ij, l^, i^i als Funktionen einer Veränderlichen -ö- 
an. Die Lagen A^ und A^ sollen dem Zuwachs z/'d' von %• entsprechen. 
Oeht man mit ^d' zur Grenze Null über, so gelangt der Drehungs- 
mittelpunkt in eine Grenzlage, deren Koordinaten: 

^0 ^ dd' dldri,_drid^ ' 
d» d& dd' dd' 

dd" dd' dd" dd" 
sind, vorausgesetzt, daß die Determinante: 
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d9' d^" d^ dd' 
von Null verschieden ist. 

Unter dem zu dem Kurvenpunkt P gehörenden Drehungs- 
mittelpunkt wollen wir die Grenzlage des Mittelpunkts der- 
jenigen Drehung verstehen^ durch die die positive Halb- 
tangente in eine benachbarte Lage übergeht. Um alle möglichen 
Fälle zu umfassen, bestimmen wir den zu dem Werte t + Jt gehören- 
den Drehungsmittelpunkt. Dabei werde der absolute Betrag von ^t 
so klein genommen, daß sich in dem dem Wertintervall t — Ji 
bis t + ^t entsprechenden Eurvenstück mit Ausnahme des Punktes 
(z/< »= 0) nur gewöhnliche Punkte der Abbildung befinden. Der Punkt 
Ä ist der Berührungspunkt der zu t + ^t gehörenden positiven 
Halbtangente, der Punkt A^ kann als der im Abstände Eins vom 
Berührungspunkt befindliche Punkt dieser Halbtangente angesehen 
werden. Dann ist: 

und die Veränderliche d' wird gleich ^t 
Wir erhalten: 

§o-Ai^-i-^f; f,'it+jt)f,"{t+jt)-f,'{t+jt)f,"{t + jty 

Der Drehungsmittelpunkt fällt also mit dem Krümmungs- 
mittelpunkt zusammen. 

Unter der Voraussetzung, daß der zu dem Kurvenpunkt P gehörende 
Drehungsmittelpunkt um eiae endliche, von Null verschiedene Strecke 
von dem Punkte P entfernt ist, können wir uns die Kurve in der Um- 
gebung des Punktes P angenähert als ein kleiaes Bogenstück eines 
Kreises vorstellen, dessen Mittelpunkt der Krümmungsmittelpunkt ist. 
Je kleiner der absolute Wert des Krümmungshalbmessers ist, desto 
stärker wird der Kreisbogen gekrümmt sein, daher sind die Be- 
nennungen „ Krümmungshalbmesser *', „ Krümmungsmittelpunkt *' ge- 
rechtfertigt. Aber in den Ausnahmefällen, wo der Krümmungs- 
mittelpunkt auf der Kurve oder unendlich fern von ihr liegt, ist 
die Vorstellung eines kleinen KurvenstÜcks als eines Kreisbogens nicht 
statthaft. 
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§ 4. Der Erflmmiuigskrels. 

1. Erste Herleitung des ErÜmmungskreises. Zum Werte t 
gehöre ein gewöhnlicher Punkt der Abbildung. Wir geben t einmal 
den Zuwachs h, dann den Zuwachs Je und erhalten so auf der Kurve 
drei Punkte, durch die ein Kreis gelegt werde. Es fragt sich, ob der 
Kreis eine bestimmte Orenzlage annimmt, wenn h und Je in die Null 
übergehen. Die absoluten Betrage von Ji und Je werden so klein an- 
genommen, daß die auftretenden Reihenentwicklungen konvergieren. 
Wir setzen: 

^-f,(t + ^ = y + Ay> f/'-f,{t + Jc)^y+^,y. 

Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises habe die Koordinaten 
^17 yi\ sein Halbmesser sei r. Aus den jetzt geltenden Gleichungen: 

(aj-a^')'+(j/-J//)»=r«, 
{x + J,X - X,y +(y + J,y- y,y = r», 
(x + J,x- x,y +iy-J,y- y^f = r» 

folgt: 

9. , X _ ^. y{(A ^)'+ (.A y)'} - A y{{^, «)'+ (^. y)') 

2(v ' - «^ = - A ^{ (A "=)•+ (A y)'} + ^.«{(^. 'g)'+ (-^. y)' ) 

Man hat 

m=l n=l 

m=l n=l 

wenn in der Summe m + n der erste Summand als der kleinere an- 
gesehen wird. Setzen wir die Determinante /i'(OA"(0 "" /»'(O/i^CO ™ ^ 
als Ton Null verschieden voraus, so beginnt unsere Entwicklung mit 

-^JiJcQc — Ä), und da: ä"»ä'* — ä**&'" = ä"*ä'"(ä"~"* — Ä**-"»), so sind sämt- 
liche Glieder unserer Entwicklung durch hJcQc — h) teilbar. 

Um auch die Zähler der Ausdrücke von 2{xl — x) und 2(y/ — y) 
nach Potenzen von ^^ zu entwickeln, setzen wir: 
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n=»0 n=0 

und erhalten: 

AvUA«')' + (Ay?) - Ay{{Ao^Y + i^y?) 

Wemi m < 2 + w, so ist: 
wenn m > 2 + w, so ist: 

somit ist jedes Glied unserer Doppelsumme durch ä;ä(ä — ä) teilbar. 

In derselben Weise zeigt sich, daß auch der Zähler des für2(yi'— y) 
aufgestellten Ausdrucks durch ifcÄ(Ä — Ä) teilbar ist. Hebt man in 
den fraglichen Ausdrücken den gemeinsamen Faktor fort, und geht 
dann mit In und ik zur Grenze Null über, so fallt der Mittelpunkt 
unseres Ereises mit dem Krümmungsmittelpunkt, der Halbmesser 
unseres Kreises mit dem absoluten Wert von q zusammen. Der be- 
trachtete Kreis in seiner Grenzlage für Ä = 0, Ä = führt den Namen 
Krümmungskreis. 

2. Zweite Herleitung des Krümmungskreises. Auf ein- 
fachere Art, wie vorhin, und zugleich allgemeinere Art, indem auch 
die außergewöhnlichen Punkte der Abbildung berücksichtigt werden, 
gelangt man zum Krümmungskreis folgendermaßen. Man betrachte 
einen Kreis, der durch den Kurvenpunkt P(iP, y) geht und in ihm 
dieselbe Tangente besitzt, wie die Kurve. Bedeutet r den positiv oder 
negativ genommenen Halbmesser des Kreises, je nachdem der Kreis- 
mittelpunkt in der positiven oder negativen Halbnormale liegt, so ist 
die Gleichung des Kreises: 

(I — ocf + (^ — yf + '^'^{^ — ^)sin a — (rj — y)cos a) = 0. 

Falls der Kreis durch den Kurvenpunkt mit den Koordinaten: 

hindurchgehen soll, muß die Beziehung: 

+ 2r|sm ay^^f^M(t)Jt'' - cos aV^«^"'CO^<''l = 

I n=l n=l I 
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erfüllt sein. Sind die t^ Ableitungen von f^{() nnd f^{t) die ersten 
nicht gleichzeitig verschwindenden, so erhalt die letzte Oleichang 
die Form: 



2(»+« 



■m)V 
+ 2r=i ^ - 0. 

Wird, wie früher, mit X der kleinste Wert toh m bezeichnet, 

für den die Determinante ^,<"(0^i*'"'""KO - A'''(0^<''"*'"'(0 ^^^ ver- 
schwindet, so kommt: 

Hiermit istr als Funktion Yon^dt festgelegt Wir gehen niit^< 
zur Ghrenze Null über. Für X <v ist Lim r — 0. Für X> v wird 
Lim r unendlich und zwar auf eine Weise oder auf zwei Weisen , je 
nachdem v + X gerade oder ungerade ist. Für Z » t/ erhalten wir: 



Lim r • 



(2i;-l)!(V/;(^)ffl«+/t^^H<)')' 



Ln ersten Fall artet der Kreis für ^f « in den Kurvenpunkt P, 
im zweiten Fall in die zu P gehörende Kurventangente aus, im dritten 
Fall fallt sein Mittelpunkt in der Ghrenzlage mit dem Ej-ümmungs- 
mittelpunkt zusammen. 

§ 5. Die Bogenlänge als unabhängige Teränderliche. 

Die bisher mit t bezeichnete unabhängige Veränderliche braucht 
für die Kurve nicht die geringste geometrische Bedeutung zu haben« 
Li der Mechanik z. B. stellen wir die Koordinaten von Kurven als 
Funktionen der Zeit dar; letztere bleibt für die Kurve selbst ohne 
jede Bedeutung und gewinnt eine solche erst bei der Betrachtung einer 
Bewegung in der Kurve. Um nun mit einer unabhängigen Veränder- 
lichen zu rechnen; die eine geometrische Bedeutung für die Kurve 
besitzt; führen wir statt t die Bogenlänge s der Kurve als unabhängige 
Veränderliche ein. Die Hauptfrage ist hier, ob die über die Funktionen 
/i(<) und ^2(0 geniachten Voraussetzungen bei Einführung von s er- 
halten bleiben oder nicht. Die Maßzahl der Bogenlänge einer Kurve 
ist bestimmt; falls 1. ein Nullpunkt für die Bogenlänge; und 2. eine 
Richtung auf der Kurve festgelegt ist, in der die Bogenlänge wachsen 
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soll. Zum Nnllponkt wählen wir irgendeinen gewöhnlichen Punkt 
der Abbildung, dem der Wert <' im Intervall von ^o« • «^ entspreche; 
die Bogenlänge werde mit wachsendem t als wachsend angesehen« 
Dann ist: 



-fVfA»y+f»'(.»yd». 



Durch diese Gleichung ist theoretisch t als Funktion von s be- 
stimmt, praktisch nur dann, wenn 1. die Ausführung der Integration 
gelingt, wodurch s ^ q)(t) erhalten werde, und 2. wenn sich aus der 
letzten Gleichung t als Funktion von s berechnen läßt, wodurch sich 
^ = ^(s) ergebe. Setzt man diesen Ausdruck von t in fi(t) und f^(t) ein, 
so entstehe ^^(s) und gf(s). Auf diesem Wege Kßt sich wohl in einem 
einzelnen Fall, nicht aber allgemein das analytische Verhalten der 
Funktionen g^(s) und g^(s) verfolgen; namentlich läßt sich nicht all- 
gemein die Frage beantworten, ob auch ^i(s + z/s), g^(s + z/s) nach 
ganzen Potenzen von z/s entwickelbar sind. Wir behalten daher bei 
der Berechnung von g^(s) und g^is), sowie ihrer Ableitungen nach s 
die Zahl t als Mittel der Berechnung bei und erhalten zunächst: 

Da t durch obige Integralgleichung als Funktion von s fest- 
gelegt ist, kann jede analytische Funktion von t, etwa f{t)y auch als 
Funktion von s betrachtet werden, so daß f(t) = g(s). Entspricht dem 
Werte t ein gewöhnlicher Punkt der Abbildung, so wird: 






(dt) 



dt \dt) dt 

für einen außergewöhnlichen Punkt der Abbildung sind die Ableitungen 
von g{s) als Grenzwerte zu definieren: 

^(s) = Lim^q|+^. 

usw.l 

Wenden wir dies auf g^{s) und g^{s) an, indem wir f{t) zuerst 
durch /i(<), dann durch f^{() ersetzen, so entsteht: 

wo ß, wie früher, die positive oder negative Einheit bedeutet, je 
nachdem ^t positiv oder negativ ist. 

V. Lilienthal, DifPerentialgeometrie. I. 2 
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Für ein gerades v, d. h. an einer Spitze, unterscheiden sich die 
vorwärts gebildeten Ableitungen durch das Vorzeichen von den rück- 
wärts gebildeten, aber stets ist: 

Um über die Entwicklungen von g^(s + ^8) und g^(s + ^s^ 
Klarheit zu gewinnen, verstehen wir unter ^8 den Zuwachs der 
Bogenlänge 8, der dem Zuwachs ^t von t entspricht, so daß: 

t 
oder, wenn wir ^ durch t + d' ersetzen: 

Jt 



Dies Integral läßt sich durch Reihenentwicklung berechnen, falls 
wir den absoluten Wert von z/< so klein nehmen, daß die Wurzel 
Yf^^t + ^ty+ f^(t + ^ty nach Potenzen von ^i entwickelbar ist Da: 

f^{t + »y + f,'{t + ^y « (^) V(o**^^- » +'-f 

und die Wurzel positiv ist, entsteht: 



Vfi'it + »y+f,'it + »)'- ,,_,;, »-H 



somit: 



{v^l)\ 



^s -^ {M^ + a,^t^+^ + ...)• 

Für einen absolut genommen hinreichend kleinen Wert von ^t 
hat die Reihe für ^s das Vorzeichen ihres ersten Gliedes. Die Zahl 
«"— i^/^* ist mit z/< positiv oder negativ, folglich ist auch z/s unter 
der geltenden Beschränkung von ^t mit ^t positiv oder negativ in 
Gemäßheit mit der Integralgleichung für z/s. Wir setzen: 

^j5 = «''-iz/s. 

Dann ist ^^s positiv, wenn ^s positiv. Bei negativem z/s ist 
z/jS negativ für ein ungerades v, positiv für ein gerades v, daher ist 

z/jS^ reell. Wird nun bei geradem v unter I^wq) ^^^ positive 

Wert dieser i/*®^ Wurzel, aber unter z/^s" der positive oder negative 
Wert dieser Wurzel verstanden, je nachdem z/s positiv oder negativ 
ist, so erhalten wir: 
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und damit weiter: 

v + l y + 2 

WO* 

Für i/=»l, also an einem gewöhnlichen Punkt der Abbildung 
auf die ^-Gerade, erhalten wir nach ganzen Potenzen von ^s 
fortschreitende Reihen für g^(8 + ^$), g^(s + z/s). Für 1/ > 1 treten 
nach ganzen Potenzen von ^^s fortschreitende Reihen auf^ wenn alle 
Funktionen ^im(5) und g2m(s)f in denen m kein ganzzahliges Vielfaches 
von V ist, verschwinden. Indes kann dieser Fall nur für ein ungerades 
V stattfinden, wo dann die Reihen zugleich nach ganzen Potenzen 
von ^ds fortschreiten. Fände er für ein gerades v statt, so wären 
die Reihen wegen z/^s = «*""^zis für ein positives wie für ein negatives 
^s von demselben absoluten Betrage vollkommen gleich, und die 
vorausgesetzte Eindeutigkeit der Abbildung des Kurvenstücks auf die 
<- Gerade wäre aufgehoben. 

um die Ableitungen der Funktionen g^ und g^ an der Stelle 
s + ^$ zu erhalten, muß man die gefundenen Reihen nach z/s 
differenzieren. Dies ergibt: 

g,\s + z/s) = 8^"' jsr,,(s) + ^ 0^11(5)^15^+ • 

4.1 ^-^ 

g,"{s + ^s)^'^g,,(s)^,s - +..-, usw.! 



Wir wollen nun unsere Reihen naher betrachten. 

1. Es möge h den kleinsten, von Null verschiedenen, Wert von n 
bedeuten, für den die Zahlen S'in(5) und g2n{s) nicht gleichzeitig ver- 
schwinden. Entwickeln wir den identisch verschwindenden Ausdruck: 

g^'(s + ^sy+g,\s + Jsy-l 
nach Potenzen von z/^s", so kommt: 







v + k 



(9iois)gik{s) + gio{s)gik{s)) z/^s^ 



*+i 



■^^±^(^io(5)^M + i(5) + ^3o(%M + i(5))^i5 ^ +■ 
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Hier ist der VoraaBsetzimg nach der Ausdrack gik(sy + 92k(ßy 
von Null yerschieden. Die yorstehende Gleichmig kann nur dadurch 
erfüllt werden, daS in ihr die Koeffizienten der einzehien Potenzen 

Ton ^^s^ verschwinden, somit müssen die Ausdrücke: 

?io(sK*+i.(«) + 92o(s)9%,k+n{s) 
für n — 0, 1, 2, ...Ä — 1 Tersch winden, und weiter muß: 

sein, woraus folgt, daß die beiden Zahlen gi,%kis) und g2,2k(s) 
nicht gleichzeitig verschwinden können. 

2. Die Zahl Je ist gleich der im § 1 definierten Zahl X. 

Da nämlich: 

so folgt: 

gio{s)^,s + gik(s)ztis^^ + • • • 

g^Q(s)^iS + giuis)JiS " +••• 

Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit — fs^^^t), 
die zweite fi^^^t) und addieren dann die Gleichungen, so entsteht: 

Der Koeffizient von z/^s *' ist gleich: 

Mi){gio(s)g2k(s) - g2o{s)gik(s)), 

wäre er gleich Null, so müßten wegen gio(^)gik{s) + gio(ß)g2k(s) == 
sowohl ö'iiCs) wie gik(s) verschwinden, was gegen unsere Voraus- 
setzung ist. i_ 

Die Entwicklung von ^t beginnt mit ^iS*, somit ist h gleich X, 
Auf Grund der vorstehenden Bemerkungen erhalten wir: 

gi{s +^s) = g,(s) + g,Q(s)zt^s + gn{s)^,s ''+•••; 
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Hier ist: 

9ix(sy + 92x(sy> 0, 9iM^y+92Msy> 0. 

Ferner ist: 

9ioi^)9in(s) + 9io{^)9in{s) = 0, wenn w = A, A + 1, . . . 2A - 1, 

sowie: 

2v{v+2X)(9,,(s)9iMs) + 92o{s)92Ms)) + (^+^^^^^^ 

Wir nennen den dem Werte s der Bogenlänge entsprechenden 
Kurvenpunkt einen gewöhnlichen Punkt der Abbildung der 
Kurve auf die s-Gerade, wenn die Entwicklungen von 9^(8 + z/s) 
und 9^(8 + z/s) nach ganzen Potenzen von z/s fortschreiten. In diesem 
Falle verstehen wir unter Je den kleinsten, die Eins übersteigenden, 
Wert von », für den 9i^''\s) und srg<">(s) nicht zugleich verschwinden, 
und erhalten: 

g,{s + Js) - g,(s) + 9^{s)Js + |ji^iW(s)^s* + • • •» 

g^is + Js) = </,(s) + g^(s)Js + ^i^,w(s)^s*+ - • • 
mit deu Bedingungen: 

9tis)9i^''Ks) + S'ä'C«)?»^"^») = 0, wenn n = h, 1e + l,...2h-2, 
sowie: 

Der dem Werte s der Bogenlänge entsprechende Kurvenpunkt 
soll ein außergewöhnlicher Punkt der Abbildung der Kurve 
auf die s-Gerade heißen, wenn die Entwicklungen von 9^(3 + z/s) 
luid 92(s + ^s) nach gebrochenen Potenzen von ^^s fortschreiten. 

Hinsichtlich des Winkels a, den die einem wachsenden s ent- 
sprechende Halbtangente mit der positiven a;-Achse bildet, sei be- 
merkt, daß für einen gewöhnlichen Punkt der Abbildung auf die 

S-Gerade: 

cos a =. 9i\s), sin a = 92'{s), 

für einen außergewöhnlichen: 

cos a = 9io(s)f sin a == 9^q(s) 
ist. 

Der Winkel ,a, als Funktion von s betrachtet, werde mit a(s) 
bezeichnet. Dann ist, wenn zu dem Werte s -f z/s ein gewöhnlicher 
Punkt der Abbildung gehört: 

cos a(s + ^s) = 9i'(s + ^s), sin a(s + ^s) = 9^{s + ^s), 

also für die Umgebung eines gewöhnlichen Punktes der Abbildung: 



22 Erster Teil Ebene Knnren. 

COS a(s + ^8) - g,'(8) + ^j^gr W(5)z/s*-^ + . . ., 

8in «(5 + ^s) - g,\s) + (jfciiji J7,^*>(«)^^-"' + '"> 
für die Umgebung eines außergewöhnlichen: 

cos a(s + Js) = «^-^(5^10(5) + ^flru(«)^5* +•••)> 

sin a{s + Js) - «"-^(«7,0(5) + ^ö^,;i(s)z/s* +...)• 

Wir führen die wesentlichsten in den §§ 1 und 2 angestellten 
Betrachtungen im folgenden unter Benutzung der Bogenlänge s als 
unabhängiger Veränderlicher durch. 



§ 6. Wendetangenten^ Spitzen^ KrUmmangshalbniesser, wenn 
die Bogenlänge als nnabhSnglge YerSnderliche angesehen wird. 

Wir bezeichneten im § 1 mit u und v die Koordinaten des Kurven- 
punkts {x -f /Ix^ y + dy) in bezug auf das zum Punkte (x, y) ge- 
hörende Kreuz der Tangente und Normale. Man hat somit hier: 

«* = {9i(s + ^s) - gi(s))coB a + {g^{s + z/s) - ö^,(s))sin a, 
v = —{p^(s+ ^s) — gi(s))Bin a + [g^ijs + Js) - g2is))coB a. 

Gehört zu s ein gewöhnlicher Punkt (P) der Abbildung auf die 
s- Gerade^ so ergibt sich: 

w « zis H 

V = Yi {ffii')9,''Ks) - 9,'{s)g,^'Ks))^s^+' • -> 

wo die Determinante gi {s)gi^^{s) — g^ (s)g^''\s) infolge der Bedingungen 
V(«)V*Ks) + S'2'(s)«7,<«(s) - und SfiW(s)* + ö'j<*)(s)»>0 von NuU 
verschieden ist. 

Die Entwicklung von u zeigt, daß die Kurve von ihrer Normale 
im Punkte P geschnitten wird, daß also keine Spitze vorliegt; die 
Entwicklung von v zeigt, daß die in P berührende Tangente eine 
gewöhnliche oder eine Wendetangente ist, je nachdem Tc gerade oder 
ungerade ausfällt. 

Für einen außergewöhnlichen Punkt P der Abbildung auf die 
5- Gerade ergibt sich: 

^ = {9iois)g2x(s) - gio{s)gix{s))^^s ^ -f . • • 
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Wenn ^s die Null durchschreitet, wechselt d^s sein Zeichen, 
falls V ungerade, es bleibt positiv, wenn v gerade; somit zeigt die 
erste Gleichung, daß für ein gerades v eine Spitze vorliegt. Die zweite 
Gleichung zeigt, daß die Kurve von ihrer Tangente geschnitten wird 
oder nicht, je nachdem v + l ungerade oder gerade ausfällt. Die im 
§ 1 aufgestellten Kennzeichen für eine gewöhnliche Tangente, eine 
Wendetangente, eine Hellebardenspitze, und eine Schnabelspitze bleiben 
somit erhalten. 

Zur Bestimmung des Krümmungsmittelpunkts benutzen wir die 
im § 2 abgeleitete Gleichung: 

, Jx cos cig(t -f ^i) + ^y siQ ^(^ + ^Q 

"^ cos a {t) sma{t-\'Jt) — sin a (*) cos a{t-\-Jt) 

Für einen gewöhnlichen Punkt der Abbildung auf die s- Gerade 
entsteht: 

JS+"' 



h 



■,i9i'{s)g,^^\8)-g,'(8)g,^'\8))j8'-^ + - 



(Ä-1)! 
Im allgemeinen, d. h. für A; = 2, ergibt sich denmach: 

^ 1 

^ gAs)g,"{8)-g,'{8)g,''(8y 

Ist Ä > 2, so hat man es bei geradem k mit einem unendlich 
fernen Krümmungsmittelpunkt zu tun, bei ungeradem Je aber mit zwei 
nach entgegengesetzten Richtungen hin unendlich fernen Krümmungs- 
mittelpunkten. 

Für einen außergewöhnlichen Punkt der Abbildung auf die s-Gerade 
kommt: 

Ä ^li+m . — 

v + X — 

-7- (5'io(«)^2;i(«)-5'io(«)5'i;i(«))^i«'' +••• 

Für v<.X erhalten wir einen oder zwei unendlich ferne Krümmungs- 
mittelpunkte, je nachdem X — v gerade oder ungerade ist; für v> X 
liegt der Krümmungsmittelpunkt auf der Kurve. Wenn v =^ X erhalten 
wir den endlichen Krümmungshalbmesser: 



Auf Grund des Vorstehenden können wir die folgenden Sätze 
aussprechen. Ein Punkt mit einer gewöhnlichen Tangente, bei dem 
V =^ X ist, kann sowohl ein gewöhnlicher wie ein außergewöhnlicher 
Punkt der Abbildung auf die s- Gerade sein. Dasselbe findet statt 
bei einem Punkt mit einer stationären Tangente oder einer Wende- 
tangente. Ein Punkt mit einer gewöhnlichen Tangente, bei der 



24 Erster Teil. Ebene Knrren. 

v> If also Q^O ist, ebenso eine Spitze, kann nur ein außergewöhn- 
licher Punkt der Abbildung auf die «- Gerade sein. 

Die Koordinaten des Erümmungsmittelpunkts sind im allgemeine]], 
d. h. wenn dem Werte 8 ein gewöhnlicher Punkt der Abbildung ent- 
spricht und Je 2 ist, durch die Gleichungen bestimmt: 

Vi - 9f{s) + g^.^s)g,"{s)^ g;(8)g," {s)' 
Aus der Gleichung: 

^-9M9,"i8)-9,\8)9,"i8) 

folgen durch Multiplikation mit g^is) oder gi(8) die sogenannten 
Frenetschen Formeln: 

§ 7. Die Erttmmangsmittelpnnktskurre. 

Den Ort der Ejrümmungsmittelpunkte einer Kurve pflegt man ihre 
Krümmung8mittelpunkt8kurTe(auch Evolute oderZentrakurve) 
zu nennen. Als Gleichungen dieser Kurve treten die folgenden auf: 

Hier sind x^ und y^ als Funktionen der Bogenlänge der Ausgangs- 
kurve (aj, y) dargestellt; es spielt also s dieselbe Rolle, wie in den 
ersten Paragraphen die Veränderliche t 

Wir fragen zunächst nach der Bogenlänge der Krüm- 
mungsmittelpunktskurve. Dem Wertintervall Sq . . . s entspreche 
ein Kurvenstück, das nur gewöhnliche Punkte der Abbildung auf die 
s- Gerade mit endlichen Werten von q enthalte. Dann ist die Deter- 
minante ^^^'(^^"(s) ~ ^2'(s)^i"(s) längs des Kurvenstücks von Null 

verschieden, und die Ableitung -^ bleibt längs des Kurvenstücks 
endlich. 



^*- .fV.^^5'l'W. nfffo^^^?^ 



^;'W=^^ ?l"w = - 



so kommt: 



9 



dx. dg i/N ^2/i _ ^^„ f/'o^ 



Bezeichnet s^ die dem fraglichen Intervall entsprechende Bogen- 
länge der Krümmungsmittelpunktskurve, so entsteht: 
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\ds, 



■fm 



wenn wir die Bogenlänge s^ mit wachsendem s als wachsend ansehen 



und unter 



dQ_ 



9 wie üblich, den absoluten Wert von ^ verstehen. 



Bleibt —- im Intervall Sq...s beständig größer oder gleich Null, 
so wird 

wenn wir den Wert von q an der Stelle Sq mit Qq bezeichnen. Ist 
^ im Intervall 8q... s beständig kleiner oder gleich Null, so entsteht: 

«1 = 9o - ?; 
geht aber -^ an einer Stelle unter Zeichenwechsel durch die Null 
hindurch, so wird diese Stelle für die Integration von Einfluß. Nehmen 
wir z. B. $Q<8' <$ und setzen die Ableitung ^ im Intervall Sq,.,s! 
als positiv, im Intervall 5' . . . s als negativ voraus, so erhalten wir: 

•o 9^ 9 

wenn mit q' der Wert von q an der dem Wert s' entsprechenden 
Stelle bezeichnet wird. 

Es fragt sich nun, welche geometrische Bedeutung dem 

Verschwinden von —- zukommt. Um hierüber Klarheit zu ge- 
winnen, untersuchen wir an der entsprechenden Stelle die Ejrümmungs- 
mittelpunktskurve und entwickeln Xi{s + ^s), y^(s + ^s) nach Po- 
tenzen von /4s. 

Wir nehmen an, daß die ^*® Ableitung von q, also q^\ die erste 
an der Stelle s nicht verschwindende Ableitung von q nach s sei. 

Durch ^- malige Differentiation der Gleichungen: fl^/'C«) == — ^^-^; 
g^^\s) = ^-^ ergibt sich: 



,.<-+..(») _ _ sl»,«+ ?£i;i«, ,,<,+»(.) _ ä;a,<«_ a^ 
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Daher: 



Entsprechend folgt: 






80 daß: 

Die Gleichungen für die fi^^ Ableitungen Ton x^ und y^ zeigen, 
daß die einem wachsenden s entsprechende Halbtangente 
derKrümmungsmittelpunktskurTe der positiTenHalbnormale 
der Ausgangskurye gleichgerichtet oder entgegengesetzt 
gerichtet ist, je nachdem q^^ positiv oder negativ ausfällt. 

Wir erhalten weiter aus den letzten Gleichungen: 

Für die kennzeichnenden Zahlen v und X ergeben sich daher die 
Werte [i und Eins. 

Ist [i gerade^ so besitzt q an der betrachteten Stelle ein 
Maximum oder Minimum, je nachdem q^^ negativ oder positiv 
ist. Die Krümmungsmittelpunktskurve besitzt an der ent- 
sprechenden Stelle nach § 1 eine Hellebardenspitze, für die 
nach § 2 der Krümmungshalbmesser gleich Null ist. 

Ist (i ungerade, so sind für ^ = 1 Kurvenpunkt und 
Krümmungsmittelpunkt gewöhnliche Punkte der Ab- 
bildungen beider Kurven auf die 5- bzw. s^-Gerade mit end- 
lichen, von Null verschiedenen Krümmungshalbmessern; 
für ii>l liegt nach § 1 die Krümmungsmittelpunktskurve 
in der Nähe des fraglichen Punktes ganz auf einer Seite der 
Tangente und ihr Krümmungshalbmesser ist nach § 2 hier 
gleich Null. 
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Um die Erzeugung des dem Wertintervall s^ . . . s' . . . s entsprechenden 
Eurvenstücks aus dem zugehörigen Stück der Krümmungsmittelpunkts- 
kurve darzutun (Fig. 1), bezeichnen wir die zu Sq, s\ s gehörenden 
Punkte der Ausgangskurve mit Pq, P', P, die entsprechenden Punkte 

der Evolute mit Qq, Q\ Q und nehmen wie oben ^ im Intervall Sq,,.^ 

als positiv, im Intervall s' . . . s als negativ, so daß der Punkt Q^ eine 
Hellebardenspitze ist. Ein gespannter Faden von der Länge q^ sei so 
gelegt, daß ein Endpunkt des Fadens 
auf den Punkt Q^ fällt, ein Stück 
von der Länge ^' — Qq das Kurven- 
stück Q^ Qq bedeckt, und daß das 
noch übrige Fadenstück q^ bis zum 
Endpunkt A des Fadens in der 
negativen Halbtangente liegt, welche 
die KJrummungsmittelpunktskurve 
in ^Q berührt. Wickeln wir nun 
den Faden ab, so vergrößert sich 
der geradlinige Teil desselben; der Fig. i. 

von A verschiedene Endpunkt des 

geradlinigen Teiles rückt in der Richtung des wachsenden s weiter. Der 
Punkt A beschreibt zunächst das Kurvenstück PqP^'^ ist der Punkt P' 
erreicht, so wird der Faden auf das Stück Q^ Q aufgewickelt, wobei der 
geradlinige Teil des Fadens sich verkleinert; ist ^ in P angelangt, so 
ist der von A verschiedene Endpunkt des geradlinigen Fadenteils in Q 
angekommen und hat im ganzen den Weg «^ = 9' — ^q + 9' — p be- 
schrieben. 

§ 8. Fortsetzung. 

Die Aufgabe, die Krümmungsmittelpunktskurve in der Umgebung 
eines Punktes zu untersuchen, der einem außergewöhnlichen Punkt 
der Abbildung der Ausgangskurve auf die s- Gerade entspricht, soll 
wenigstens zum Teil gelöst werden. Wir haben hier die Entwicklungen 

von g^{s + ^s) und g^{s + ^s) nach Potenzen von ^^s^ zugrunde zu 
legen, und die Größe q als Null, oder als endlich und von Null ver- 
schieden zu betrachten, da sonst der fragliche Punkt der Krümmungs- 
mittelpunktskurve ins Unendliche fiele. 

1. 9 = 0. Den Werten von 5 — ^s bis s -(- Js mit Ausnahme 
des Wertes s(Js = 0) mögen nur gewöhnliche Punkte der Abbildung 
der Ausgangvskurve auf die s- Gerade entsprechen. Wir erhalten dann: 

q(s + Js) ^ g^r^s + Js)g,"{s+Js)-g,^{s + J8)9,"{8+^8y 
a?i + Jx^ = g^(s + Js) — q(s + ^s)g^{s + Js), 
j/i + Jy^ == g^{s + Js) + q(s + ^s)g^{s + Js). 
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Hier ist der Wert von q an der Stelle 8 + Js mit f (s + ^s) 
bezeichnet Zur Abkürzung werde: 



gesetzt. Dann ergibt sich: 

q{8 + zf5) - e-^a^^f^ + • • • 

Dabei ist v > A, weil Lim p(« + ^i) für ^5 — als ver- 
schwindend angenommen wnrde. Da x^^g^is)^ Vi^^sC^); bo folgt: 

Wenn unter sgn a das Vorzeichen von a verstanden wird^ ergibt 
sich für ein gerades 1/ — A: 

Lim -7==r^= — — (sflrwa)a,o(«); Lim ,^* _ — (ggn a) ^.0 (5). 

für ein ungerades v — X: 

Lim ^^ , — g(^g»'g)gio(4 Lim ^j^^^==^e(8gna)g^^(s). 

Im ersten Fall tritt nur eine Halbtangente^ im letzten treten 
zwei Halbtangenten auf, wenn man sowohl mit einem positiven, wie 
mit einem negativen Js zur Null übergeht. Die Krümmungs- 
mittelpunktskurve besitzt demnach bei geradem 1; — iL an 
der betrachteten Stelle eine Spitze. 

um zu entscheiden, ob die Exümmungsmittelpunktskurve an der 
betrachteten Stelle von ihrer Tangente geschnitten wird oder nicht, 
setzen wir die Gleichung ihrer Tangente in die Normalform: 

(I - ^i)9io(s) + (1? - yi)9io{s) - 0. 
Da: 

^Vi = «"-'p(s + ^s)fl^io(s) + {9io(s) + ^ agix(sfj ^^s + - -, 
so wird: 

^^i9io{s) + ^Viffiois) *= (1 - i)^iS + • • • 

Nun ist jd^s gleich s^-^^^s, also bei ungeradem v mitz/s positiv 
oder negativ, bei geradem v stets positiv, folglich wird die 
Krümmungsmittelpunktskurve hier bei ungeradem v von 
ihrer Tangente geschnitten, bei geradem v nicht. Es sind 
also im ganzen vier Fälle zu unterscheiden: 
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a) V nngerade^ X ungerade. Die AusgangsknrTe besitzt im be- 
trachteten Punkt eine gewöhnliche Tangente, die Kjümmungs- 
mittelpunktskurTe eine Hellebardenspitze. (Fig. 2.) 

b) V ungerade, X gerade. Kurve sowie Kjümmungsmittelpunktskurve 
besitzen im fraglichen Punkte je eine Wendetangente. (Fig. 3.) 

c) V gerade, X ungerade. Die Ausgangskurve hat im fraglichen 
Punkte eine Hellebardenspitze, die Krümmungsmittelpunktskurve 
daselbst eine gewöhnliche Tangente. (Fig. 4.) 

d) V gerade, X gerade. Kurve wie Krümmungsmittelpunktskurve 
besitzen im fraglichen Punkt je eine Schnabelspitze. (Fig. 5.) 




Fig. 2. Fig.«. Fig. 4. Fig. 6. 

Ein Beispiel für den Fall a) bietet sich in denjenigen Parallel- 
kurven einer Ellipse dar, welche durch die in einer Achse der Ellipse 
gelegene^ Spitzen ihrer Krümmungsmittelpunktskurve hindurchgehen; 
ein Beispiel für den Fall c) finden wir in der Cykloide; für die 
Fälle b) und d) werden später Beispiele gegeben werden (§ 11). 

2. (> ^ 0. Die Erledigung dieses Falles erfordert eine viel 
umständlichere Untersuchung wie die vorige. Wir beschränken uns 
daher auf den Beweis des folgenden Satzes: Nennt man die Krümmungs- 
mittelpunktskurve der Krümmungsmittelpunktskurve einer Kurve die 
zweite Krümmungsmittelpunktskurve dieser Kurve, femer die 
Krümmungsmittelpunktskurve der zweiten Krümmungsmittelpunkts- 
kurve die dritte Krümmungsmittelpunktskurve der Kurve usf., so 
können die einem außergewöhnlichen Punkt P der Abbildung der 
Ausgangskurve auf die s- Gerade mit endlichem, von Null verschie- 
denem, Q entsprechenden Punkte P^, P2... der aufeinanderfolgenden 
Krümmungsmittelpunktskurven nicht sämtlich im Endlichen liegen, 
sondern es gehört zu dem fraglichen Wert von s eine ganze, positive 
Zahl w>l derart, daß P^P^-^-Pn-i im Endlichen liegen, während 
Pn ins Unendliche fällt. 

Sind Xv, yv die Koordinaten des Punktes P^, und setzt man: 

so zeigt eine einfache Rechnung, daß: 

x^^Xi-(p,{s)g,\s), y2-yi-(Pi{s)92is), 
ÄJs = ^ + (P2is)92'{s), 2/3 = 2/2- V%is)g^\s), 

^5 - ^4 - (PA(ß)g^\s), y^--y^+ 9>4 (s)^i'(s), 
^6 =- ^5 - <P6(s)gi\s), y^^ys- 9>5 (s)g^\s). 
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Daher sind die Qleichmigen: 

(1) xt^i'^xu-t+('-'iy(pt^t{8)g^' (s), y2r-i«y»^«~(-l)>i,_>(5)flr/(s), 

jedenfalls für i; » 1^ 2^ 3 richtig. Durch Differentiation der Oleichnngen 
(1) nach s folgt: 

y„_X = j/„_, + (- iy^^l^g,'(8) - (- 1)>'„_,(8)«/,'(S). 

Da nun die Zahlen a?«', yj für ein gerades w proportional sind 
den Zahlen gr^', g^'^ für ein ungerades w aber den Zahlen — g^\ g^\ 
so folgt: 

a/,.-i = (- iy(p^2v^,{s)g,\s), y,v-i - - (~ ly g)'2.-s(s)i/i'(s), 

und damit: 

a;"„_i = (- l)>"„_,(sK(s) + (^•'y',,_,(,)^,'(s), 

j/',,_x- (- l)'+'9"».->(«)i?x'W + (- iy~^9,'is), 
sowie: 

0(f2v-lU 2V-1 — iZr Sy-iy^y-l =« —- 

Man hat: 

Ä?2r = iTgv-i — -^^ -77 — -?7 -i > 

^iv^iy 2v — l ^2^ — 1^2»' — 1 

, (^2.-l'+y2.,l')^^2r-l 

y2v = y2^ - 1 + ^^^ 777 3^77 -^ y 

a^2y — l2f 2v — 1 «^2^ — 1^2^ — 1 

daher: 

X2v == ^»2^-1 + (- iyQ(p\v^2{s)gi'{s) « a;2r-i + (- l)''qP2r-i(s)ö^i'(s), 
y2^ = ^21^-1+ (- iyQq)\v-i{s)g^\s) =- y2r-i + (- ^yViv-i(s)g^'(s), 

und dies stimmt überein mit den Gleichungen (2). 

Ebenso zeigt man, die Gleichungen (2) in entsprechender Weise 
behandelnd, die allgemeine Gültigkeit der Gleichungen (1). 

Aus den Beziehungen (1) und (2) geht hervor, daß der 
absolute Wert des Krümmungshalbmessers der m*^^ Krüm- 
mungsmittelpunktskurve mit dem absoluten Wert von (pm{s) 
übereinstimmt. 

Nun ist, wenn wir gi(s) als von Null verschieden voraussetzen: 

ix!« 

und: 



somit: 
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(« + 2) 



Ms) = - (9^'is)Y+^ ^^^, + Ms), 



WO ^«(5) im Bruch ist, dessen Zähler aus einer ganzen rationalen 
Funktion von gi(s), g^is), ... g^^^'^^^iß), dessen Nenner aus einer 
Potenz von g2 (s) besteht. Wenn jetzt: 

^2(5 + z/s) = g^(s) + g^o^iS + giv^^s^ + g^^iv^^s^ . . . gi.in-Dv^tS'' 

nv + k 

WO n eine ganze positive Zahl, h eine ebensolche < v ist, so wird 
die (n + 1)*® Ableitung von ^2(^) ^^ der betrachteten Stelle unendlich, 
also auch 9)„_i(s), d. h. die (n — 1)*® Krümmungsmittelpunkts- 
kurve besitzt die Krümmung Null. 

Hiermit findet der im § 2 S. 10 unerledigt gebliebene Fall, in 
welchem bei der Abbildung der gegebenen Kurve auf die ^-Gerade v 
ungerade, > 1 und gleich X war, seine Erklärung. Nach Einführung 
der Bogenlänge s kann sich nämlich ein gewöhnlicher Punkt der 
Abbildung auf die s- Gerade mit endlichem q ergeben, wo dann keine 
geometrische Besonderheit vorliegt, oder ein außergewöhnlicher mit 
der geometrischen Eigenschaft gj„__i(s) = 00. 

§ 9. Die Evolventen einer Kurve. 

Man nennt diejenigen Kurven, deren Krümmungsmittelpunkts- 
kurven (Evoluten) mit einer gegebenen Kurve zusammenfallen, die 
Evolventen der letzteren. Da jede Tangente der Evolute die sämt- 
lichen Evolventen senkrecht trifft, so ist die Aufgabe der Bestimmung 
der Evolventen einer Kurve gleichbedeutend mit der Bestimmung der 
orthogonalen Trajektorien der Tangenten einer Kurve. Die Koordi- 
naten der gegebenen Kurve seien als Funktionen der Bogenlänge der 
Kurve betrachtet und durch die Gleichungen 

festgelegt. Eine beliebig gewählte Kurve ist darstellbar durch die 
Gleichungen: 

I = 9i{s) + (p{s)g^{s), rj = g^is) + q>{s)g2'{s), 

in denen der absolute Wert von (p die Maßzahl der Entfernung der 
Punkte (x, y) und (|, ri) angibt, während qp ^ ist, je nachdem der 
Punkt (I, ifi) im positiven oder negativen Teil der im Punkte (a;, y) 
berührenden Tangente liegt. 
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Damit die Tangenten der Kurve (Xy y) die Eurre (S^ i}) senkrecht 
treffen^ muß: 

sein. Dies liefert die Bestimmung: 

wo X eine beliebig zu wählende Zahl bedeutet. Den einfach un* 
endlich vielen Werten von x entsprechend ergeben sich ein- 
fach unendlich viele Evolventen; jede derselben entsteht 
aus jeder anderen^ indem man auf der Normalen der letzteren 
nach derselben Seite hin ein und dieselbe Strecke abträgt^ 
da sich zwei verschiedene Funktionen (p{s) nur durch eine Eonstante 
unterscheiden. 

Solange r — s längs einer Evolvente positiv ist, wird sie von 
den positiven Halbtangenten der Evolute getroffen, für r «=• s haben 
Evolvente und Evolute einen Punkt gemein, für x <8 wird die Evol- 
vente von den negativen Halbtangenten der Evolute getroffen. 

Wir beschränken zunächst die Veränderliche s auf einen solchen 
Bereich, in dem der Wert x nicht vorkommt (t — « ^ 0), und dem 
auf der Ausgangskurve ein Stück mit nur gewohnlichen Punkten der 
Abbildung auf die s- Gerade bei stets endlichem q entspricht. 

Um unter dieser Voraussetzung den Erümmungsradius einer 
Evolvente zu bestimmen, bemerken wir, daß: 

somit ist: 



d^d^Ti drjdH _{t-8)* 



ds ds^ ds ds* 



Bezeichnen wir den Erümmungshalbmesser der durch x bestimmten 
Evolvente mit Qt, so kommt: 



p^=(5ör»^)(r-s). 



Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Vorzeichen- 
bestimmung von Qt durch die Anschauung. 
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Es sei nämlich 

1. r-s>0, ^>0. (Fig. 6.) 

Die Evolyente des Bogens OPB, in dem P dem Werte 8 ent- 
spreche, wird durch Abwi'cklung eines von bis B auf die Kurve 
gelegten Fadens von der Länge r erhalten. Dabei kann ab der 
NuUpTuikt der Bogenlänge betrachtet werden, die in der Richtung nach J5 
hin wachsen möge. Dem wachsenden s entspricht auf der Evolvente 
die Richtung von Q nach B hin. Es liegt also P in der positiven 
Halbnormalen des Punktes Q] Qt ist gleich r — s. 

Es sei 

2. r-5>0, 9<0. (Fig. 7.) 






Fig. 8. 

Hier entspricht bei Anwendung derselben Bezeichnungen wie 
vorhin dem wachsenden s die Richtung von Q nach B auf der Evol- 
vente, somit liegt P in der negativen Halbnormalen des Punktes Q, 
und es ist 9.^ »= — (r — s). 

Es sei 
3, r-5<0, 9>0. (Fig. 8. OB = r) 

Bei r — s<0 wird das dem Bogenstück BFO^ entsprechende 
Stück der Evolvente durch Abwicklung eines von 0' über P nach B 
auf die Kurve gelegten Fadens erhalten. Dem wachsenden s entspricht 
auf der Evolvente die Richtung von B nach Q hin, es liegt somit P in 
der positiven Halbnormalen des Punktes Q, und wir haben p^ -= — {ts). 

Es sei 

4 t-s<0, Q<0. (Fig. 9.) 

Hier entspricht dem wachsenden s die Richtung von B nach Q 
auf der Evolvente, aber P liegt in der negativen Halbnormalen des 
Punktes Q, so daß p-t = tr — s. 

Jeder Krümmungskreis einer Evolvente ist zugleich ein 
Krümmungskreis einer anderen Evolvente. Um dies zu zeigen, 
betrachten wir ein Kurvenstück OP-^P^P^y in dem der Bogen P^Pq^6 
gleich dem Bogen. P^P^ ist. (Fig. 10.) 

T. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 3 
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Legen wir auf das Bogenstück P^ PqP^ einen Faden und wickeln, 
ihn so ab, daß sein in P^ liegender Endpunkt fest bleibt, so erhalten 
wir die Evolvente mit den Gleichungen : 

6' - 9i(s) + («0 + <y - s)g^'is)y rl - g^ (s) + (8^+6" 8)g^'(s). 

Wickeln wir aber den Faden so ab, daß sein in P, liegender 
Endpunkt fest bleibt, so erhalten wir eine Evolvente mit den 
Gleichungen: 

1" - gi(8) - (5 - 5o + %i' W, v" - 9f(s) - (« - 5o + ^W(4 

Für die Evolvente (6', i?') ist X'^'Sq+ö, für die Evolvente 
(I", 1^") ist T «=• t' — «0— (J. Für s — 5o ergibt sich 9*«=« p^, d. h. die 
beiden zu den Werten t imd r' gehörenden Evolventen besitzen in 
den zu $ '=' $q gehörenden beiden Punkten ein und denselben ELrüm- 
mungskreis. 



ö' 





Fig. 9. 



Fig. 10. 



Um allgemein die Umgebung eines Punktes e|iner 
Evolvente zu untersuchen, der einem gewöhnlichen Punkt 
JPo{Sq) der Abbildung der Ausgangskurve auf die s-Gerade 
entspricht, setzen wir s = Sq+ JSq, 

und erhalten: 

lo + ^lo - i^i (So) + 9x(s,)Js, + i ?,W(So)^ V + • • • 



80 daß: 



^lo = 



■ ^/«(s«)zf s,*-^ + F! { (* - «o)^i<*+^'(So) + (1 - *)fl'i<«(So) } ^So» + 



und: 

^^0 = ^ P.(*' W^V-* + Fl K* - So)9,<'+Hs,) + (1 - Ä)^,<«(So) } ^ V + 

Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. r — «0 = 0. Die Ausgangskurve und die Evolvente haben den 
Punkt Pq gemein. 
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Man hat dann: 

« (1 « fc) (1 - Ä - m) (^,<*)(So)^s<*+-)(So) - y,(*) W^i^^+'^^C^o)). 

Die im § 5 S. 21 gefnndenen Bedingangen: 

fl'i'(So)S'i<"'(«o) + ^«'(«o)^»"» (So) = 0, (w = Ä;, Ä + 1, . . . 2Ä - 2) 
zeigen^ daß die Determinante: 

i^l<*>(So)ö',(*+'»'(So) - f^i^WP/^+^'K) 

verschwindet, wenn w eine Zahl aus der Reihe 0, 1, ... Ä — 2 bedeutet. 
Wäre auch: 

80 hätten wir, unter p einen Proportionalitätsfaktor verstehend: 

9^''-%s,) =pg,^'Hso), g^'^'-^Kso) -PST,««, 
und die a. a. 0. gefundene Bedingung: 

(äirrä)! (ffii'o)9i'''-Hso) + i/s' W^,^"-^>(so)) 

nähme die Form an: 

oder: gi^'K^oT + ff^^'K^oY - 0, 

was der Voraussetzung in betreff der Zahl Je zuwiderläuft. 
Der kleinste Wert von m, für den die Determinante: 

an der Stelle s = Sq nicht verschwindet, ist daher k — 1. 

Wenn die im § 1 eingeführten kennzeichnenden Zahlen v und X 
bei der Evolvente mit v' und A' bezeichnet werden, ergibt sich 
v'^^Jc, X^^k — 1. Bei geradem k besitzt demnach die 
Evolvente an der betrachteten Stelle eine Hellebardenspitze 
mit dem Krümmungshalbmesser Null, bei ungeradem k be- 
sitzt die Ausgangskurve an der betrachteten Stelle eine 
Wendetangente mit den Krümmungshalbmessern + oo und 
— oo, die Evolvente aber eine Wendetangente mit dem 
Krümmungshalbmesser Null. 

8* 
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2. r — 6p ^ 0. Man hat hier: 

/ df<*~^> d n d n d i \ 

f (*) / (*+m+l) (*+m)\ 

-?«(5o)(,(^-0?i W +(i-*-w)sfi(so) ;)• 

Auf demselben Wege^ wie vorhin^ zeigt sich^ daß der kleinste 
Wert von m, f&r den die hier auftretende Determinante nicht ver- 
schwindet; gleich % — 2 ist. Für die Zahlen i/ nnd A' erhalten wir 
demnach denselben Wert Tc — l. Bei geradem Tc besitzt dem- 
nach die Evolvente an der betrachteten Stelle eine gewöhn- 
liche Tangente^ bei ungeradem Tc eine Schnabelspitze. 

Für den Krümmungshalbmesser Qt der Evolvente erhalten wir 
nach § 2 S. 10 den Ausdruck: 

•'-\vmmi.. 

(* - 1)! (* - 2)! ü- ^_JL_ _ 1J!_ l_i_ 



oder: 



'"-')-ivA)--fri.)r"-'.i 

Aus der Gleichung: 



folgt entweder: 



(*) (*) 



oder: 



(*) (*) 

„U<i\^ ^»(^o) nU^\^ -9i(ßo) 

^ Pi(«o) + 9%M ^ 9i («o) + Pi(«o) 

(*) (*) 

/, 'r^ ^ = —zjM)___^ „f(^\^ 9x (gp) 
g^W-y (,) « (.) » ^ ^^^^^^ T/ W ' w « ^ 

WO, wie beständig in unserer Darstellung, das Wurzelzeichen eine 
positive Zahl anzeigt. Wenn wir mit d das Vorzeichen des Ausdrucks: 

(*) (*) 

9i(So)92(so)-92(So)9i(So) 

bezeichnen, haben wir stets: 

(*) (*) 

^'^'^ T/ W « W ' g2W- . (,) , (,) , 
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Setzen wir diese Ausdrücke in die Bedingung: 

ein, so folgt: 

£li(So)92 W - 92iSo)9i (So) - 2(fe-i)!(jk-i)! | r fl'i W + 5^2 W j ' 
womit sich ergibt: 

Qt^d (sgn (t - So)) (i? - Sq). 

Diese Bestimmung steht im Einklang mit der oben für Qt gefun- 
denen, da d im Falle Je =^2 mit dem Vorzeichen von q übereinstimmt. 

Um die Evolventen in der Umgebung solcher Punkte 
zu untersuchen, die außergewöhnlichen Punkten der Ab- 
bildung der gegebenen Kurve auf die s-Gerade entsprechen, 
müssen wir zuvor auf eine Unstetigkeit hinweisen, die aus der aus- 
schließlichen Anwendung der Gleichungen: 

für den Fall sich ergeben würde, daß die gegebene Kurve eine oder 
mehrere Spitzen' besitzt. Es bedeutet nämlich gi(s) den Kosinus, 
giis) den Sinus des Winkels a, den die einem wachsenden 5 ent- 
sprechende Halbtangente mit der positiven a;- Achse bildet. Von 
diesem Winkel wiesen wir nach, daß er an einer Spitze einen Sprung 
von der Große ä macht. Ist daher an einer Spitze die Zahl r — s 
von Null verschieden, so werden auch | und rj an der Stelle s unstetig. 
Um diese Schwierigkeit zu beseitigen, bemerken wir, daß in 
unseren Ausgangsgleichungen: 

^--9i{s)+(p{s)g,'(s), V-92(s) + v(s)g2\s) 

die Kurve (|, rf) als eine Trajektorie der positiven Halbtangenten der 
gegebenen Kurve erscheint. Eine Trajektorie der negativen Halb- 
tangenten wird durch die Gleichungen: 

^' -9i(s)-Hs)9i(s), v'-92(ß)-tl^(s)g^\s) 
dargestellt. Damit sie die Tangenten der gegebenen Kurve senkrecht 
schneide, muß ^'(s) = 1 sein, und das ergibt: 

Es entsteht nun die Frage, unter welchen Umständen eine Tra- 
jektorie der positiven Halbtangenten die stetige Fortsetzung einer 
Trajektorie der negativen Halbtangenten darstellt. Zur Beantwortung 
dieser Frage fassen wir einen Wert 5^ ins Auge und setzen s = Sq-\-JSq. 
Benutzen wir für ein negatives JSq die erste Darstellung, so kommt: 

lo + ^lo =ö^i(«o + ^«o) + (*-^o--^«o)ö^i'(«o + ^^o); 
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Für ein positives JSq liefert die zweite Darstellungsart: 

Wenn dem Werte s^ auf der gegebenen Kurve keine Spitze entspricht, 
also V ungerade ist, haben wir sowohl fQr ein positives wie für ein 
negatives JSq die Grenzgleichungen: 

Lim ^/ {Sq + JSq) — cos a, Lim g^' (s^ + JSq) — sin a. 

Damit Stetigkeit im Punkte 6 — 8^ stattfinde, muß (^ — 1^', rj^ -» t^^' 
sein, d. h. f' — - r, und die erste Darstellungsart ist von der zweiten 
nicht verschieden. 

Wenn aber dem Wert 8^ auf der Ausgangskurve eine Spitze ent- 
spricht, also V gerade ist, haben wir bei negativem JSqI 

Lim gj! {s^ + Js^) — — cos a, Lim jf,' {s^ + ^5^) «• — sin a, 

bei positivem Js^: 

Lim ^i' (Sq + JSq) — cos a, Lim g^' (sq + JSq) — sin a . 

Damit |o =• lo'; Vo ■" Vo werde, ist V =- r — 25^ zu nehmen. Alsdann 
ergibt sich für ein negatives Js^: 

für ein positives Js^i 

Wir können unter Anwendung der Bezeichnung J^s^^ = s^'^^JSq 
beide Fälle durch das eine System: 

So + ^So = ^1 («0 + ^^o) - (^ - «0 + ^i«o) ^"'^9i(ßo + ^^o); 

% + ^% = fl'a K + ^O - (* - «0 + ^i«o) «"" Vs'C^o + ^«o) 
darstellen. 

Um eine Evolvente in der Umgebung eines Punktes, der einem 
außergewöhnlichen Punkt der Abbildung der Ausgangskurve auf die 
s- Gerade entspricht, zu untersuchen, ist nach dem Vorigen der Fall 
eines ungeraden v von dem eines geraden v zu unterscheiden. Wir 
schreiben fortan s statt Sq, | statt Iq, rj statt i^o ^^^ erhalten für 
ein ungerades i/, wo s^—^ gleich +1 ist: 

I + 2^1 == g^{s) + gio{s)^s + gii{s)Js ^ + . • • 
so daß: 
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woraus sich die Entwicklung von Jrj unmittelbar ergibt. 

Setzen wir Js^ ^^h, so ist hiermit die Umgebung des Punktes 
(|,iy) der Evolvente auf die ä- Gerade abgebildet. 
Wenn -r — 5 = 0, erhalten wir: 

(r+;i4-m)\ 

d__i__\ (v + ^ + fn)\(X + m) .. 

somit: 

d I d 7] d r\ d i \ 

{v-\-X)\(y-\-X-\-m)\%{X + m) l .. .. .. . A 

= J (^i;i(5)fl'2,;i+»n(5) - fl'2;i(5)flri,;n.^(5)j. 

Aus den im § 5 S. 21 gefundenen Bedingungen: 
ffio{s)9in{s) + g^Q(s)g2n(s)^0, (n^X, A+1,...2A-1) 
folgt, daß die Determinante: 

gix(s)g2,i+m(s) - g2x{s)gi^i^m{s) 
verschwindet, solange m^X—1, Aber die Determinante: 

gixis)gf,^2x(s) - g2x{s)gi^2x{s) 
ist von Null verschieden. Aus der Bedingung: 

ffiois)9n{s) + g2ois)gn(s) = 
folgt nämlich, wenn p einen Proportionalitätsfaktor bezeichnet: 

9io{s)=-pg2x(s), g^Q(s) pgixisy 

Setzen wir dies in die § 5 S. 21 gefundene Bedingung: 

2v{v+2X)(g,,{s)gt,2xis)+g,,{s)g2Ms)) + (v+xy(^^^^^ 
ein, so entsteht: 
2vp(v+2X)(gn(s)g2Ms)^ffn(s)gi^2xis))-(v+xy^^^^ 

Wir haben aber angenommen, daß die Zahlen gix(s) und g3x(s) 
nicht zugleich verschwinden, es kann daher die letzte Gleichung nur 
bestehen, weim die fragliche Determinante von Null verschieden ist. 
Für die bei der Abbildung der Evolvente auf die A- Gerade an der 
betrachteten Stelle auftretenden kennzeichnenden Zahlen 1/' und A' 
ergibt sich demnach v^ =v + X, X^ = X, 

Ist X ungerade, so besitzt die Ausgangskurve an der betrachteten 
Stelle eine gewöhnliche Tangente, die Evolvente eine Hellebarden- 
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spitze mit dem ErftmmungshalbmegBer Null. Ist X gerade, so besiizt 
die Aasgangskarve an der betrachteten Stelle eine Wendetangente^ 
die Evolvente eine solche mit dem larümmnngshalbmesser Null. 
Wenn t -— « ^ 0/ erhalten wir, solange m ^ v — 1: 






Z (.* — S)9l, l+m{8), 



aber för w > v: 



(^)-/-^{-a+«»-'')fl'M+»-»(»)+a+«»+«')(*-«Ka+».(«)}- 



Die Determinante 

d^ d ri dri d 



A^ 



l jl+m X Jl4-m 



\dW- dh^^"^ dh^ (Ää^ + '^Jä^o 
nimmt für w ^ v — 1 die Form an: 

und für w ^ 1/ die Form: 

[- (X + m - v)[gi^x{s)gt,i^n^-^{s) - sr2,i(%i,;i4.«-.^(5)) 

+ (i; + ^ + m)(T - S)(ö'i,;i(5)^2,>l+m(5) - 9%xis) 9l,X^m{s))^> 

Ist nun X ^ 1/ — 1, so zeigt die erste Form , ist il ^ v, so zeigt 
die zweite Form, daß X der kleinste Wert von m ist, für den die 
Determinante A nicht verschwindet. 

Die kennzeichnenden Zahlen i/' und X^ werden hier beide gleich X, 
Bei ungeradem X haben Ausgangskurve und Evolvente in den dem 
Wert 8 entsprechenden Punkten eine gewöhnliche Tangente; bei 
geradem X besitzt die Ausgangskurve im betrachteten Punkt eine 
Wendetangente, die Evolvente im entsprechenden Punkt eine Schnabel- 
spitze. 

Für den Krümmungshalbmesser Qt der Evolvente erhalten wir 
nach § 2 S. 10 die Gleichung: 

Qt 7—^^ r \'t — s\' 



folgt: 



Aus den Beziehungen (§ 5 S. 21): 

giois)gix(s) + g2o{$)9ix(s) « 0, gioisy + g^oisy - 1 
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YKW+97M' V^^W+9^' 

wo d das Vorzeichen des Ausdrucks gio{s)gi>,(s) — gio{s)gn(s) be- 
deutet. Setzen wir dies in die a. a. 0. geftindene Bedingung: 

2v(v + 2X)(pio{s)gi,n(s) + gio(s)gt,u(s)) 
+ (v + iy(gn{sy + gii(sy) - 
ein, so erhalten wir: 

2v(v + 2X)d(gn{s)gi,ix(s) - gu{s)gi,uis)) 

-iv + »■y(Vguisy+gn(syy'= o, 

infolgedessen ergibt sich: 

Qt = 8{sgn(r — s)){t — 5). 

Wenn X^ v^ so ist nach § 6 S. 23 d gleich dem Vorzeichen von q. 
Der Fall, daß v eine gerade Zahl ist, die Ausgangskurve also 
an der betrachteten Stelle eine Spitze besitzt, läßt sich genau so, 
wie der vorige Fall behandeln. An die Stelle von r- s tritt — (ir — s), 
an die SteUe von Js tritt J^s, Ist hier r — s gleich Null, so er- 
gibt sich 1/'=» V + A, >l'= X, d. h. es entspricht hier bei ungeradem X 
einer Hellebardenspitze der Ausgangskurve eine gewöhnliche Tangente 
der Evolvente, bei geradem X einer Schnabelspitze der Ausgangs- 
kurve eine Schnabelspitze der Evolvente. Ist t — s von Null ver- 
schieden, so erhält man v'« 2'« A. Hier finden dieselben Arten des 
Entsprechens statt, wie bei t — s = 0, Der Krümmungshalbmesser 
der Evolvente wird absolut genommen gleich dem Abstand der sich 
entsprechenden Punkte (x, y) und (|, rj), 

§ 10. Die einer Kurve parallelen Kurven. 

Zwei Kurven heißen einander parallel, wenn jede Nor- 
male der einen auch eine Normale der anderen ist. Die zu 
einer gegebenen Kurve parallelen Kurven lassen sich daher als die 
senkrechten Durchdringungskurven der Normalen der gegebenen Kurve 
auffassen. Die Gleichungen einer beliebigen Durchdringungskurve 
dieser Normalen sind: 

Beschränken wir die Werte von s auf einen Bereich, dem nur 
gewöhnliche Punkte der Abbildung der gegebenen Kurve auf die 
s- Gerade entsprechen, so liegt die Durchdringungskurve senkrecht zu 
den Normalen, wenn: 



42 Erster Teil Ebene Karren. 

ist. Dies ergibt ^'(5) » 0, so daß die Gleichungen: 

i - 9i{s) - Tft'(5), 7j - (7,(5) + r^/(5) 

f&r ein konstantes t eine ParaUelknrre der gegebenen Ennre dar- 
stellen. 

Wir untersuchen zunächst die Umgebung eines solchen. 
Punktes einer Parallelkurve^ der einem gewöhnlichen Punkt 
der Abbildung der Ausgangskurve auf die 5-Gerade ent- 
spricht. Die Umgebung des dem Werte $ entsprechenden Punktes 
einer Parallelkurve wird durch die Gleichungen: 

I + ^1 - 9i{s + Js) - tg^Xs + Js), 

ri + Jfj ^^ g^iß + Js) + xg^is + /Is) 

dargestellt. Wir erhalten daher im betrachteten Fall: 

Jrt - g^{s)ds + ^,/i\8)d^-' + > {^Ks) + t^i+'\s))j8^ + • • • 

Wenn Ä > 2, besitzen die kennzeichnenden Zahlen v' und Jj die 
Werte Eins und fc — 1, denn man hat: 

9As)g^%s) + g^{s)g,'-%s) =» 0, g^{s)g,('+'\s) + g^{8)g,(^^^){s) = 0, 
i^/(«)(^,'*'(«) + tg,*+'Ks)) - g,'is)(g,^'Ks) - tg,(^+Hs)) 

Einer Wendetangente der gegebenen Kurve entspricht 
hier eine Wendetangente der Parallelkurve; einer statio- 
nären Tangente der Ausgangskurve entspricht hier eine 
stationäre Tangente der Parallelkurve. 

Wenn Ä =» 2, besitzt q einen endlichen, von Null verschiedenen 
Wert. Dann ergibt sich: 

J^^[l-l)g,'is)Js + ^{g,"(s)-rg,"'(s))js*+..-, 
Jri^{l-:^)g,'is)Js + ^{g,"is) + xgr{s))js* +•.., 



man hat: 








di dS 


dnd'i 




ds d8^ 


ds ds^ 



7('-ir- 



Falls T von dem an der betrachteten Stelle der Ausgangskurve 
geltenden Wert von q verschieden ist, erhalten wir an der ent- 
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sprechenden Stelle der Parallelkurve eine gewöhnliche Tangente und den 
endlichen, von Null verschiedenen Krümmungshalbmesser (sgnQJlQ—rl, 
Falls aber i? == p, ist die Untersuchung bedeutend verwickelter. Um 
die Sache zu erledigen, differenzieren wir die Gleichungen: 

wiederholt nach s. Bedeutet n eine ganze positive Zahl, so folgt: 



^»»-»1 



j2n— 1 1 

Hier sind die mcht hingeschriebenen Glieder sämtlich mit Ab- 
leitungen von — nach s multipliziert. 

Ist die niedrigste, an der betrachteten Stelle nicht verschwindende 
Ableitung von — von der ungeraden Ordnung 2m — 1, so erhalten 
wir die Entwicklungen: 

A — Q9i'(s) —f^ ^s"» 

(2n)! ^"^ ^ ' d«*"-^ 



(2t 



72n — 1 1 



1 ^ 



^ ( d'—^- d'--\ 



Für die kennzeichnenden Zahlen ergibt sich i;' == 2n, 2' =» 1. 

Der Krümmungshalbmesser q besitzt an der betrachteten Stelle 
weder ein Maximum noch ein Minimum, die Parallelkurve besitzt 
eine Hellebardenspitze mit dem Krümmungshalbmesser Null. 



A~ 


1 


(2n+l)l 




1 




(2n+2)! 


Jrj «• 


1 


(2n + l)I 




1 



^5««+«+..., 
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Ist die erste nicht verschwindende Ableitung von — an der be- 
trachteten Stelle von der geraden Ordnung 2n, so entsteht: 

Hier besitzt der Krümmungshalbmesser ^ an der betrachteten 
Stelle ein Maximum oder ein Minimum; die Parallelkurve besitzt an 
der entsprechenden Stelle eine gewohnliche Taugente und den 
Krümmungshalbmesser Null, da v' = 2n + 1, A' =• 1. 

Bei der Untersuchung der Umgebung eines solchen Punktes einer 
Parallelkurve^ der einem außergewöhnlichen Punkt der Abbildung 
der Ausgangskurve auf die 5- Gerade entspricht, ist der Umstand zu 
beachten, daß die positive Halbnormale an einer Spitze der Ausgangs- 
kurve einen Sprung von der Größe n macht. Wir haben daher für 
eine solche Umgebung die Gleichungen: 

ri+ Jri = g^(s + Js) + s''-^xg^{s + ^s) 

zu benutzen, die eine einfache Bestimmungsart der Zahlen i/ und A' 
nicht zu liefern scheinen. 

§ 11. Beispiele. 

In der „Analyse des infiniments petits" (Paris, 1696) teilt der 
Marquis de THospital Beispiele für Wendepunkte und Spitzen mit 
den Krümmungen Null und Unendlich mit (Sektion V, Nr. 88), die 
wir eingehender betrachten wollen (Nr. 1 — 6) bei unwesentlicher 
Veränderung der THospitalschen Bezeichnungen. 

1. Die Kurve mit der Gleichung 

besitzt im Punkte ic = 0, y == eine Wendetangente mit zwei un- 
endlich fernen Krummungsmittelpunkten. Ersetzen wir nämlich die 
KurvengleichuDg durch die beiden Beziehungen: 
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so finden wir fÖr den Punkt (^ = 0) v = 1, 2 = 2, was nach § 1 för 
eine Wendetangente kennzeichnend ist und nach § 2, weil k — v 
ungerade, auf zwei unendlich ferne Krümmungsmittelpunkte führt. 
Bei Benutzimg der Bogenlänge als unabhängiger Yeninderlicher 

erhalten wir: 

t 



somit: 






g,{Js)^Js'^^^s'^ + 



10 

27 

10 



also wiederum: v = 1, A =» 2. 

2. Die Kurve mit der Gleichung: 

besitzt im Punkt a? =« 0, y =» eine Wendetangente und den Krüm- 
mungshalbmesser Null. 

Ersetzen wir nämlich die letzte Gleichung durch die Beziehimgen: 

so wird far den Punkt (^ = 0): i; = 3, ;i « 2. 

Der Übergang zur Bogenlänge als unabhängiger Veränderlicher 
ergibt: ^ 



1. 

6 



g^ (Js) = z/5 + • • » ; 9i{^s) « z/s * + • • • ^ 
also wiederum: i; = 3, il -« 2. 

3. Die Kurve mit der Gleichung: 

y^^'X^ 

besitzt im Punkte rr » 0, t/ =» eine Hellebardenspitze mit dem 
Krümmungshalbmesser Null. 

Nehmen wir statt der vorigen Gleichung: 

so folgt für den Punkt (^ = 0): v « 2, A = 1. 
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Femer: 

also: 

A 

und damit ebenfalls: 1/ = 2; A — 1. 

4. Die Kurve mit der Gleichung: 

besitzt im Punkte x^O^ 2/ -* eine Hellebardenspitze und zwei nn- 
endlich ferne Erümmungsmittelpunkte. 

Ersetzen wir obige Gleichung durch die Beziehungen: 

x^t\ y — 1\ 
so folgt: i/ = 2, A — 3. 

Beim Übergang zur Bogenlänge ergibt sich: 

somit: ^ 

6 

also wiederum: 1/ — 2, 2 =• 3. 

5. Die Kurve mit der Gleichung: 

besitzt im Punkte a? = 0, y « eine gewöhnliche Tangente und einen 
unendlich fernen Erümmungsmittelpunkt (stationäre Tangente). Nehmen 
wir statt der letzten Gleichung die folg^iden: 

x^t, y^tS 
so wird: 

V = 1, ;t = 3. 

Ebenso hat man: 

gTi (z/s) = z/s + • • 7 5^2(^5) -Z/S*+--V 

woraus wieder v =• 1, X « 3 folgt. 

6. Die Kurve mit der Gleichung: 

y^=^a^ 

hat im Punkte a; « 0, y =» eine gewöhnliche Tangente und den 
Krümmungshalbmesser Null. 
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Nehmen wir zur Befriedigung obiger Gleichung: 

so wird i; =• 3, A = 1. 

Der Übergang zur Bogenlänge liefert: 

JL 

also wieder: v = 3, A = 1. 

7. Stellen wir eine Ellipse durch die Gleichungen dar: 
a? =» a cos ^; y = 6 sin ^, 

wo a>6 sei, und a^—V gleich e^ gesetzt werde, so erhalten die 
Gleichungen ihrer Evolute die Gestalt: 

iCi = ^cos»^ yi=-|^sin»^. 
Nun ist: 

cos»^=l-|^« + {<^ + ..., 

sin^#=-^«+..., 

woraus unmittelbar hervorgeht, daß für < =• 0: v = 2, A =• 1. Die 
vier Spitzen der Evolute sind Hellebardenspitzen mit dem Krümmungs- 
halbmesser Null. 
Man hat: 

-jT = cos^^sin^, -fr^ i-sin^^cos^. 

(2^ a ^ dt h 

Wir beschränken die Werte von t auf den Bereich "" ö" "^ ^ "^ ¥ 
und schließen zunächst den Wert ^ = aus. Da: 

dx^ 

dt — cos'^ßin* 



d* — ein' < cos* 



so erhalten wir für die Richtungskosinus der positiven Halbtangente 

bei positivem t\ 

— cos t . — sin * 

cos a = 9 sin a = => 

1 /cos'* , sin'* ,t/cos'* , sin'* 

bei negativem ti 
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cos i nint 

COS « » := -.^=f Bin a > 



ycoB*t , 8in*t -i/cofl*« , Bin'* 

Um die Ellipse als eine Evolvente ihrer Sarümmungsmittelpmikts- 
knrve darzuBtellen, haben wir die Bogenlänge der letzteren zu be- 
rechnen, die wir mit 6 bezeichnen wollen. Wir betrachten dieselbe 
als mit t wachsend; und ihr Nullpunkt gehöre zu dem Werte < »» O. 
Dann folgt: 

Wenden wir die Bestimmungsgleichungen: 

2 - 9i{^) + (^ - ^)9i{^)> V - ft W + (^ - <')?«'(<') 
unter der Voraussetzung eines negativen t an und nehmen t gleich 
— ; so ergibt sich: 

S « - cos'^ + ao^l — ^ + — 7^-j-) cos< — acos^, 

«' • a-i I 8x/coß'* I 8in**\ • . X • j 
ij — — ysm'^ + ö^(-^ + -^)sm^=» 6smfc 

Die Parallelkurven der Ellipse werden dargestellt durch die 
Gleichungen: 

I = ( a ) cos ty « « ( 6 ) sin t 

Wir untersuchen die Parallelkurven in der Umgebung der dem 
Werte < » entsprechenden Punkte. Man hat: 

daher: 

S = « - ^ + 25« ^ + 246i ^ ^ + • • •' 

1? = jT— ^ + 66^ ^ +••• 

Für ^ = ist: 

Solange 6*— ar^O, ist die positive, d.h. einem wachsenden t 
entsprechende Halbtangente in den. zu ^ = gehörenden Punkten der 
Parallelkurven parallel der positiven y- Achse, solange 6^ — air<0, 
parallel der negativen y- Achse. Für 6^— air=»0 erhalten wir: 
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' a 



8ac' 



^* + - 



^^• + -- 



2b 



d. h. V =« 3, il =• 1. Dem Werte ^ = entspricht hier eine gewöhn- 
liche Tangente und der Erümmungshalbmesser Null; der Kurven- 
punkt fallt mit der in der positiven rzi- Achse liegenden Spitze der 
Evolute der Ellipse zusammen. 




Pig. 11. 



Für den Erümmungshalbmesser der Ellipse ergibt sich: 

{yä^^^nH + b^cösüV 
^ ab 



dg 



Be^BiatcoBt d*Q 



8c'cos2* 



ab 



^«' a&ya*siii«*+5»C08»«' 



er besitzt also an der Stelle t^O ein Minimum von der Größe 

Der Krümmungshalbmesser der zu t gehörenden Parallelkurve besitzt 

6' 



an der Stelle ^ = den Wert 

T. Lilienthal, Düferentialgeometrie. L 



— T 



Der entsprechende Erüm- 
4 
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mangsmittelpunkt beschreibt, wenn t von — oo biB — - lauft, den 
zwischen den Punkten (x — — oo) und (a; — — ) liegenden Teil der 
a?- Achse; wenn aber r von — bis + 00 lauft, beschreibt er den 

zwischen den Punkten (^ — —) ^^id (x — + 00) liegenden Teil der 
a;- Achse. 

In der Figur 11 ist außer der Evolute der Ellipse noch die zu 

r = — gehörende Parallelknrve, sowie eine weitere, die zu einem 

zwischen — und y liegenden r gehört und vier Hellebardenspitzen 

besitzt, gezeichnet. 

8. Wir führen ähnliche Betrachtungen für die Parabel, deren 
Gleichung y^ ^x ist, durch. Ersetzen wir die Gleichung der Parabel 
durch die beiden folgenden: 

so ergibt sich für den Krümmungshalbmesser der Parabel die Be- 
ziehung: . 

,.-i(i/rT4r«)'. 

Die Gleichmigen der Evolute der Parabel sind: 
diejenigen der Parallelkurven der Parabel: 



Vl + 4*» ' 1/1 + 4«* 

Wir untersuchen die ParaUelkurven zunächst in der Umgebung 

der dem Werte ^ =» 0, sodann in der Umgebung der dem Werte i^=^-^ 
entsprechenden Punkte. 

Man erhält, wenn | und iy nach Potenzen von i entwickelt werden: 

I = - T + (1 + 2tr)<»- 6t<4 + . . .; 

1? = (1 + 2ir)< - 4ir<»+ \2xt^ + ^ • • 

Solange 1+ 2ir ^ 0, sind die dem Werte ^=»0 entsprechenden posi- 
tiven Halbtangenten der Parallelkurven parallel der positiven y-Achse, 
so lange l + 2r<0, sind sie parallel der negativen y- Achse. Der 
zu ^ = gehörende Punkt ist nur dann ein außergewöhnlicher Punkt 

der Abbildung auf die ^ Gerade (oder y-Achse), wenn ^ == — -g * Dann 

ergibt sich v = 3, >L = 1. Der entsprechende Krümmungshalbmesser 
besitzt den Wert Null, während eine gewöhnliche Tangente vorliegt. 

Für die Umgebung des Wertes — setzen wir ^ = -ö + ^1 ^^^ ent- 
wickeln % und ti nach Potenzen von ^. Es ergibt sich: 
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«-i-i^+(i+i^)'.+(i-ipr)'''-ik''' • 

Solange 1 + — = ^ 0, bildet die positive Halbtangente der Parallel- 
kurven in den dem Werte t^^O entsprechenden Punkten den Winkel 
—} solange 1 + — < 0, den Winkel üc + — mit der positiven 

a:- Achse. Für r = — Y2 ist t =- q, und man hat: 

also V =^2, A » 1; es liegt eine Hellebardenspitze und der Krümmungs- 
halbmesser Null vor, die Spitze befindet sich auf der Evolute. 




Pig. 12. 

In der Figur 12 ist die Evolute der Parabel, femer die zu r « ■- — 
gehörende, und eine zu einem r < — ^^ gehörende und zwei Hellebarden- 
spitzen besitzende Parallelkurve der Parabel gezeichnet. 
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9. Bei einer Zykloide nehmen wir den Halbmesser des rollenden 
Kreises gleich 1 und benutzen die Gleichungen: 

X'^t — smt, y « 1 — cos t 
Hier ist: 

dx ^ . dy . , 

^-l-cos^ d?-»"**5 

somit ist der zu ^ => gehörige Punkt ein außergewöhnlicher Punkt 
der Abbildung der Zykloide auf die ^-Gerade. Für absolut ge- 
nommen hinreichend kleine Werte yon t erhalt man: 

t t 



4». 81 



+ 



J8^iy2(l -~cos^)d^«2fi /sin|dt^=«(^' 

somit: <=-/2^ifi'H , 

folglich: ^ 

^rc =• ^ ^1«^ H , ^y « ^1« + . . . 

Die Zahl v ist hier gleich 2, die Zahl X gleich 1; es liegt also eine 
Hellebardenspitze mit yerschwindendem Krümmungshalbmesser vor. 
Für die Evolute der Zykloide erhalten wir: 

x^=»t + mity ^1 « — 1 + cos ^. 
Setzt man t^% + t^y so kommt: 

a?! =s sr + #1 — sin #1, y^ =- — 2 + 1 — cos f^. 

Die Evolute ist daher der gegebenen Zykloide kongruent und 
entsteht aus ihr durch eine Verschiebung längs der positiven a;-Achse 
um die Strecke % und eine solche längs der negativen j^ -Achse um 
die Strecke 2. 

10. J. Binet bemerkte (Comptes rendus de TAcad. d. sc. Paris, 1841, 
Bd. 12, S. 435), daß es auch Kurven gibt, die mit ihrer Evolute zu- 
sammenfallen, nämlich eine Art von logarithmischen Spiralen. 

Wir nehmen: 

X =^r cos ty y = r sin ^, 

und suchen den Radiusvektor r so als Funktion des Winkels t zu 
bestimmen, daß die Kurve die Radien unter einem konstanten Winkel 
schneidet, dessen Tangente h sei. 
Man hat: 

— = / cos ^ — r sin ^, ^ = r' sin ^ -f r cos <, 

somit: Ä == tg (a — ^) = -j- 

Zwischen den Polarkoordinaten r und t besteht daher die Gleichung: 

wo r^ größer als Null ist und den Wert von r für ^ « bedeutet. 



y^ 
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Man erhält jetzt: 
"äf'^^o«* (^cos<-sin^), ^«ro«"* (^sin* + cos^), 

dt dt^ dt dt^"^^^ W^ V* 
Für den Krümmungshalbmesser ergibt sich die Gleichung: 

p = roe'*]/p+l, 

er ist also proportional r. Für die Evolute findet sich: 

a?i = — -^sin*, yi=--^cos^, 

worans hervorgeht^ daß auch die Evolute eine logarithmische Spirale 
ist. Nehmen wir Jc> 0, so ergibt sich für die Polarkoordinaten r^ 
und t^ der Evolute: 

Der Halbstrahl^ welcher den Radiusvector r^ enthält, trifft die 
gegebene Spirale in unendlich vielen Punkten, welche zu den Polar- 
winkeln * + 2" ~ ^ ^ ^ gehören, wo n eine ganze positive oder 
negative Zahl bedeutet. Die zugehörigen Werte von r sind gleich 

— /« 4- — — 2 \ 
r^e* ^ ^ K Soll r^ mit einem dieser Werte von r zusammen- 

fallen, so muß sein: 



oder: 



k 

4n— 1 



Nehmen wir n als positive ganze Zahl, so ergibt die vorstehende 

Gleichung für Je einen positiven Wert, der größer wie 1 ist. Damit 

' ist «gezeigt, daß eine Kurve mit ihrer Evolute zusammenfallen kann. 

11. l'Hospital zeigte (Analyse des inf. pet. Section V Nr. 82), 
wie man aus einer Kurve mit einem solchen Wendepunkt, für den 
zwei unendlich große Krümmungshalbmesser vorhanden sind, eine 
zweite Kurve herleiten kann, bei der der fragliche Wendepunkt ein 
solcher mit verschwindendem Krümmungshalbmesser ist. Hat die 
Kurve BOA (Fig. 12) in einen Wendepunkt, so lege man einen Faden 
Bxif SO und ebenso einen Faden auf OA, Die Abwicklung beider Fäden 
von aus erzeugt die Kurve B'OA\ die offenbar in einen Wende- 
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pimkt mit yenchwindendem ErümmimgBlialbmesser besitzt. Wir 
wollen diese geometrische Eonstraktion analytisch verfolgen^ indem 

wir als Enrre BOA diejenige mit der Gleichung: y ^ ^ zngrande 

legen. Die einem wachsend^i a: ent- 
sprechende Halbtang^ite dieser Karre im 
Punkte X, y besitzt die Richtungskosinns: 
1 *« 




cos a — 



y 



Sin a — 



>+-: 



'V' + T 



Sind daher af, y ' die Eoordinaten eines 
Punktes des Kurrenzugs 0B\ so haben wir: 





dx, y' 



^■^^/^ 



1 « Vj 



Hier darf x nur negative Werte einschließlich der Null annehmen. 
Sind x!'yi/^ die Eoordinaten eines Punktes des Eurrenzugs OA\ 
so haben wir: 



y 



Ä?A'^^ 



dx^ y" 



' 6 




WO X nur positive Werte, einschließlich der Null, annehmen darf. 
Dies zeigt; daß die Gleichungen für x' und y' die Eoordinaten auch 
der im Zweige OÄ^ gelegenen Punkte darstellen , wenn man für x 
auch positive Werte zuläßt. 

Unter der Bediogung: x^<2 können xf und i/ nach ganzen 
Potenzen von x entwickelt werden, und man erhält: 

^_,+(i_^...)(_,_g...)_g+.., 

, X* . /x* x^ \ / ä' \ ä" . 

y-T+(Y-i6-)(-*-iö-)--T+-- 

Hiemach ist: i/ = 3, i = 2, so daß tatsächlich der Punkt a/«0, 
y' = ein Wendepunkt mit dem Krümmungshalbmesser Null ist 

12. Man verdankt THospital auch die Unterscheidung der Spitzen 
in solche erster Art (Hellebardenspitzen) und solche zweiter Art 
(Schnabelspitzen). [Analyse des inf. pet. Section V. Nr. 109.] Eine 
Kurve mit einer Schnabelspitze erzeugt l'Hospital auf folgende Weise. 
Er legt auf das Kurvenstück BOA (Fig. 13), in dem ein Wende- 
punkt ist, einen Faden und wickelt ihn von A aus ab. Ist der Be- 
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rührangspunkt des Fadens in angelangt^ so liegt der bewegliche 
Endpunkt des Fadens in der Wendetangente. Die weitere Abwicklung 
des Fadens zeigt, daß die Evolvente in der Wendetangente der Evolute 
eine Schnabelspitze besitzt. 

Wir wollen dies bei der Kurve mit der Gleichung 3/ -= -^ ana- 
lytisch verfolgen. Die a;- Koordinate des Punktes Ä sei gleich Eins 
und die Bogenlänge OÄ gleich ö, so daß: 

1 



■fv 



4: 





Für den zum Werte x gehörenden Punkt (p(f,t/) der Evolvente er- 
halten wir: 

1 









Aber: 



/z^"— /v^ 



^^ = •»-«-40 





falls der absolute Betrag von x kleiner als ]/2 angenommen wird. 

Damit ergibt sich: 

I tfaj* , x^ j 6x* X* 
af^e- — + -..., xf ä--T •• 

Wir haben somit für den Wert o; = 0: »=2, X = 2, sowie: 
also nach § 2 S. 10: 

Es liegt eine Schnabelspitze mit dem Krümmungshalbmesser 6 vor. 

§ 12. Eigenschaften des Kriimmungskreises. 

1. Schon THospital (Anal, des inf. pet. Section V. CoroU. II Nr. 2) 
und Johann BemouUi (Opera omnia Bd. 3, S. 432) erkannten, daß 
eine Kurve im allgemeinen von ihren Krümmungskreisen 
geschnitten wird. Man braucht bloß ein Kurvenstück mit dem 
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zugehörigen Evolatenstück za zeichnen nnd die Erümmnngskr-eise 
hinznziif&gen^ am sich von der fraglichen Tatsache zu überzeagen^ Zu 
ihrer analytischen Begründung betrachten wir einen Eurvenponkt (s^, 
in dessen Umgebung gi{s + ds) und g^is + ^s) nach ganzen 
Potenzen von ^s entwickelbar seien, während der Erümmaxigs- 
halbmesser einen endlichen Wert besitze. Ein Kreis mit dem Halb- 
messer ± r und einem , anf der zu 8 gehörenden Earvennormalen 
liegenden, Mittelpunkt hat die Gleichung: 

(x - gM + r9My+ (y - 9,{s) - rg,'(8)f^t^. 

Die Zahl r ist positiv oder negativ, je nachdem der Ereismittel- 
punkt in der positiven oder negativen Hsdbnormalen liegt. Der zain 
Werte 8 -\- ds gehörende Eurvenpunkt sei um eine Strecke mit der 
MaBzahl E vom Kreismittelpunkt entfernt, so daß: 

E? - {g,(8 + J8) - g,[8) + rg,\s)y + (g,{8 + Js) - g^{8) - rg^{8)Y 

Es sei zunächst r von g verschieden. Ist dann 1 positiv, 

so auch JE*— r* für absolut genommen hinreichend kleine Werte von ds. 
Jetzt liegt die Kurve in hinreichender Nähe des Berührungspunktes {s) 

ganz außerhalb des betrachteten Kreises. Ist 1 negativ, so liegt 

die Kurve in hinreichender Nähe des Berührungspunktes innerhalb 
des Kreises. Für r =» p und 3^ ^ beginnt die Entwicklung von 

E?— r^ mit der dritten Potenz von ^s. Auf einer Seite des Be- 
rührungspunktes tritt daher die Kurve in den Krümmungskreis ein, 
auf der anderen aus ihm heraus, d. h. der Krümmungskreis schneidet 
die Kurve. (Vgl. Mack, Archiv der Mathem. u. Phys., Teil 64, 1879, 
S. 182, wo der fragliche Beweis unter der Voraussetzung geliefert 
wird, daß die Kurve durch eine Gleichung von der Form y -= y (x) 
gegeben sei.) 

2. Wird ein Krümmungskreis von den ihm benachbarten 
Krümmungskreisen geschnitten oder nicht? 

Der Mittelpunkt des zum Wert 8 gehörenden Krümmungskreises 
hat die Koordinaten: 

^1 = 9i{8) - Qg^{s\ y^^g^is) + Qg^{s). 

Der Mittelpunkt des zu s + ^s gehörenden Krümmungskreises hat 
die Koordinaten: 

^2 =- 9ii? + ^^) - 9i92(ß + ^«)? Vi -= S'2(s + ^s) + Qi9i(ß + ^5); 
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wenn mit q^^ der Wert des Krümmungshalbmessers an der Stelle 
s + /js bezeichnet wird. Die Potenzlinie beider Kreise hat die 
Gleichung in der Normalform: 

Das vom Mittelpunkt des zu s gehörenden Kreises auf die Potenz- 
linie geilte Lot besitze die Maßzahl ± h. 
Dann ist: 

ft^ -(^i-^i)'-(yi-yi)'-g'+gi' ^ 

aber: 
folglich: 

*'"*©+«fe>+(©)+lllS-3^(l9*)-+- 

und j^ /rf^x« 



¥-(f*: 



'©■+••• 



Die Differenz h^ — Q^ ist also für absolut genommen hinreichend 
kleine Werte von z/s positiv, wenn -j- von Null verschieden. Hin- 
reichend benachbarte Krümmungskreise schneiden sich im 
allgemeinen nicht. 

3. Es werde \^s\ als so klein vorausgesetzt, daß sich die zu 
den Werten s und s -\- Js gehörenden Krümmungskreise nicht schneiden. 
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Ziehen wir nnn vom Mittelpunkt des zu (5) gehör^iden Kreises- eine 
Halbgerade nnd drehen sie nm den Mittelpankt^ so wird das zwischen 
beiden Kreisen liegende Stück der Halbgeraden einmal einen kleinsten 
und einmal einen größten Wert annehmen. Auf diese Weise werden 
zwei Halbgerade ausgezeichnet^ und man kann fragen, welche Lage 
diese Halbgeiuden im Grenzfall /Is -" annehmen. 

Setzen wir den dem Werte 8 entsprechenden Kurvenpunkt als 
gewöhnlichen Punkt der Abbildung der Kurve auf die 8 -Gerade Toraus, 
und ist; wie früher, 

9ii?) =• cos a, g^{s) — sin a, 
so stellen die Gleichungen 

a? — iCi + T cos (« + 9), y — y, + r sin (« + 9)) 

für veränderliche Werte von q> die fraglichen Halbgeraden dar, wenn 
t nur positive Werte erhält. Die dem Werte 9) entsprechende Halb- 
gerade trifft den zweiten Kreis in einem Punkt, dessen Abstand vom 
Mittelpunkt des ersten Kreises durch die positive Wurzel der Gleichung: 

(^ - ^ - '^ cos (a + y))* + (»2 - »1 - -^ siBL (a + tpjf ^ q^^ 
bestimmt wird. Dies ergibt: 

T =- (aJg - X^ cos (« + 9?) + (^2 — Vi) »i» (a + V) 

wo die Wurzel, die wir kurz mit W bezeichnen wollen, positiv zu 
nehmen ist. 
Nun wird: 

(^ — . ^1) cos (a + 9) + (yg — y^ sin (a + y) 

somit: 

Um W selbst zu berechnen, hat man den Fall eines positiven q 
von dem eines negativen q zu unterscheiden. Nehmen wir an, daß 
die Bogenlänge s mit wachsendem x wächst, so ist g positiv, wenn 
die Kurve konvex, negativ, wenn sie konkav gegen die :r-Achse ge- 
krümmt ist. Im ersten Fall entspricht auf dem zu 8 gehörenden 

Krümmungskreise der Berührungspunkt P dem Werte CP = — -^-j im 

zweiten Fall dem Wert qp =-* ö^- Verfolgen wir den ersten Fall, so 
ergibt sich: 
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Hieraus gehtTiervor, daß t — q bei absolut genommen hinreichend 

kleinem /ds und von Null verschiedenem -^ sein Zeichen nicht ändert, 

so lange sin g> von — 1 verschieden ist. Aber bei sin 9) =• — 1 zeigt 
sich mit Hilfe einer genaueren Rechnung, daß: 

somit besitzt unter der angenommenen Beschränkung von ^$ die 
Differenz t — q das Vorzeichen von -^^s. Wir sehen also im Ein- 
klang mit der vorigen Bemerkung 2., daß der zu s + /ds gehörende 
Krümmungskreis den zu s gehörenden umschließt oder von ihm um- 
schlossen wird, je nachdem -^^s positiv oder negativ ausfällt. 
Da: 

80 ergibt sich, daß die Werte von g>, welche ein Maximum öder 
ain Minimum von t — q liefern, der Gleichung: 

genügen. Wir erhalten für hinreichend kleine Werte von \ ^s\ ein 
Maximum oder ein Minimum, je nachdem für einen der vorigen Gleichung 

genügenden Wert von g) der Ausdruck — sin g)-^^s negativ oder 

positiv ausfallt. Die Werte von q), um die es sich handelt, lassen 

sich durch ± ^ -f ^ darstellen, wenn d' eine mit z/s verschwindende 

Zahl bedeutet. Ist nun -^ /Js positiv, so ist r — (> positiv, aber sin 9? ist 

positiv für 9 =- ö^ + -Ö", negativ für 9? = — -^ + -Ö*. Daher haben wir 

bei 9 = — -f -ö* ein Maximum, bei 9? = — y -f ^ ein Minimum von t — Q. 

Wenn ^^8 negativ, so haben wir für p — r ein Maximum bei 

ip = ^+ d', ein Minimum bei 9? =- — ^ -f -Ö-. Gehen wir mit ^s zur 
Grenze Null über, so rückt der Minimalpunkt in den Be- 



60 Entet TeiL Ebene Knrren. 

rfihrangspankt^ der Maximalpunkt in den dem Berüliraii^s- 
pnnkt diametral gegenüberliegenden Punkt des zum W^ert s 
gehörenden ErümmangskreiBes. 

Derselbe Satz ergibt sich f&r ein negatives q. 

Selbstrerstandlich hätten wir die unter 2. und 3. gestellten 
Fragen auch durch die Betrachtung der unter L geschilderten 
FHospitalschen Konstruktion beantworten können. Da die Differenz 
der Krümmungshalbmesser zweier benachbarter Krümmungskreise 
gleich dem zwischen ihren Mittelpunkten liegenden Stück der Evolute 
ist, so fallt sie größer aus, wie der Abstand der Krümmungsmittel- 
punkte, die Kreise schneiden sich also nicht. (P. G. Tait, Proceedings 
of the Edinburgh Mathem. Society. Bd. 14, 1896, S. 26.) Da femer 
das Maximum und Minimum von (t — q) in der Z^itrale beider 
Kreise liegt, und letztere bei abnehmendem | ^5 | in die zu (5) ge- 
hörende Kurvennormale übergeht, so ist auch die Richtigkeit der 
Bemerkung 3. ersichtlich. Trotzdem sind unsere analytischen Ent- 
wicklungen keineswegs überflüssig. Geben sie doch das wichtige 
Erkenntnis, daß der Minimalabstand mit ^s', der Maximalabstand 
mit zr/s unendlich klein wird. Wir empfehlen dem Leser, die fn^lichen 
analytischen Beweise unter der Annahme der Bogenlänge der Evolute 
als unabhängiger Veränderlichen durchzuführen. 

§ 13. Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Kurve. 

Wir betrachten einen gewöhnlichen Punkt P der Abbildung 
der Kurve auf die 5 -Gerade mit endlichem Krümmungshalbmesser. 
Durch den zn s +Js gehörenden Punkt P\o[/,i/) werde eine Gerade 
parallel zur Kurventangente in P gezogen. Diese Gerade wird, da 
P kein Wendepunkt ist, die Kurve in einem dem Punkte P be- 
nachbarten Punkte P"(a/', j/') schneiden, welch letzterer zum Werte 
8 + J^s gehören möge. Wir suchen die Koordinaten des Mittelpunktes P^ 
der Strecke P^P^^ zu bestimmen. 

Da die Strecke FP^ der Tangente in P parallel liegt, haben wir: 

oder: 

i (9^'(s)g^is) - 9,"is)g,'(s)) {Js' - Js*) 

+ \ (9t"'(s)9,'{s) - g,"'(s)g^is)) (z/s» - z/'s») + • • • = 0, 

und nach Division mit z/s —z/'s: 

- ^ (z/s + z/'s) + g^. Il (z/s« + ^s^/s + zi's») +..=. 0. 

Hieraus ergibt sich: 



§ 18. Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Eorre. gl 

Für die Eoordin&ten Xq, y^ des Punktes Pg folgt: 
Xo - 9i («) +j9i (s) (^s + ^s) + ^g," (s) (z/s« + J's') • • • 

Vo - 9» («) + j 9,' (s) (^s + Js) + {g^' (s) (Js' + Js^ • • . 



'^«(«) + (^^lf + ^)^«^'*- 



Durch diese Gleichungen ist bei veränderlichem ds eine Kurve 
bestimmt. 

Der Winkel a^, den die dem Werte zls = entsprechende positive 
Halbtangente dieser Kurve mit der positiven iC-Achse bildet, ergibt 
sich aus den Gleichungen: 

cosao- Lim ^^ ^'^'^ _ ^ ^ ^\ 
8inao=-Lim yo-g^s) 8_if 



i^»-'0)y(x,--g,{8)y+(y,^g,{8)y 



yi(i)+' 



Die in Rede stehende Tangente wurde von A. Transon (Journal 
de Math^m. [1] Bd. 6, 1841, S. 191) Aberrationsachse genannt. Der 
Name Deviationsachse ist auch gebräuchlich. Die Tangente des 

Winkels [cc +-0" ^0)9 ^^^ ^® Aberrationsachse mit der positiven 

Halbnormalen bildet, hat den Wert — -j^- 
' 8 d8 

Wir sind auf den Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen haupt- 
sächlich deswegen eingegangen, weil die Reihen für Xq und y^ zeigen, 
wie notwendig die allgemeinen im § 1 aufgestellten Voraussetzungen 
über den Bereich der Werte von t sind, für die man die Punktionen 
^ "^ fi (f)f y ^ fi (0 betrachtet. In unserem Falle vertritt z/5 die 
Stelle von t, Xq und j/^ sind für die Umgebung der Stelle nach 
Potenzen von t entwickelt. Trotzdem, daß die Entwicklungen von 
^JXqj zr/t/o mit der zweiten Potenz von t beginnen, darf man nicht 
schließen, daß dem Werte ^ =» eine Spitze entspräche. Man darf 
nämlich der Zahl ^s nur positive oder nur negative Werte beilegen, 
da zu jedem hinreichend kleinen positiven ^ds ein negatives ^^s ge- 
hört, das denselben Punkt (Xq, y^ liefert, und umgekehrt. Daher ist 
der Punkt ^s =« ein Grenzwert des für ^s geltenden Intervalls, 
und auf Entwicklungen für die Umgebung eines Grenzpunktes finden 
unsere Regeln keine Anwendung. 
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Stellen wir z. B. eine Ellipse durch die Gleichungen: 

X'^» acoBt, y ^^hsiat 

dar, 80 hat die Gerade^ welche parallel zu der im Punkte (x^ y) 
berührenden Tangente durch den Punkt {x + JXy y + Jy) gezogen 
ist; die Gleichungen: 

I =• a cos (< + Jt) — Äa sin ^, i? — 6 sin (< + dt) + hl cos t 

Der zweite Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ellipse möge 
zu dem Werte t + J't gehören. Eliminiert man h aus den Gleichungen: 

iiOB{t + Jt)-'hBmt-^QOB{t + /:ft)y Bm{t + /Jt) + h(io%t-^%m{t + dH\ 

so erhält man j4H^ —/Ity und damit ergibt sich: 

a;o = y (cos(^ +^^) + cos(^ — ^/)) = acos< cosJt, 
Vo^j (süi (ß + -^0 + ^^^ (t—Jt)) — 6 sin < cos^^. 

Hierdurch ist bei yeränderlichem dt der zu dem Werte t ge- 
hörende Durchmesser der Ellipse dargestellt , auf dem yon einer 
Spitze keine Bede sein kann. 

§ 14. Darstellung einer Kurve durch eine einzige Gleichung. 

Will man die im vorigen behandelten Fragen für den Fall be- 
antworten, daß eine Kurve durch eine Gleichung von der Form f(xyy)=0 
gegeben ist, so wird die Untersuchung viel verwickelter als die frühere. 
Es sollen daher nur einige besonders wichtige Erörterungen angestellt 
werden. 

Zunächst nehmen wir an, daß im allgemeinen, d. h. nach Aus- 
schluß getrennt liegender Punkte (x, y) der Ausdruck f(x + dx, y + dy) 
nach ganzen, positiven Potenzen von dx und dy entwickelbar ist. 
Damit haben wir namentlich diejenigen Stellen von der Betrachtung 
ausgeschlossen, an denen eine Ableitung von f(x, y) unendlich groß 
wird; denn die in Bede stehende Entwickelbarkeit setzt in erster Linie 
die Endlichkeit sämtlicher Ableitungen voraus. 

Fassen wir x und y als Funktionen der Veränderlichen t auf, die 
die Gleichung f{Xf t/) = identisch befriedigen, so folgt: 

dfdxdfdy^^ 
dx dt "^ dy dt 

Diese Beziehung gestattet es, an der betrachteten Stelle {x.y) den 

Wert des Verhältnisses -jf : -^ zu berechnen, falls -J- und -J-^ nicht 

dt dt ' dx oy 

zugleich verschwinden. Wir müssen also die Gleichung f{Xy y)='0 
als in solcher Form befindlich voraussetzen, daß nicht für jedes^ der 
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Gleichung f{Xy y) = genügende, Wertepaar Xy y die Ableitungen J- 

und Y~ beide Null sind. Dies fände z. B. statt, wenn wir statt der 
Gleichung fix^ y) = di© Gleichung: 

QO%f{x,y) — 1 «= 
zugrunde legten. 

Unter der gemachten Voraussetzung können die Ableitungen 

-J- und J- nur an getrennt liegenden Punkten, die wir außer- 
gewöhnliche Punkte nennen wollen, zugleich verschwinden; an 
einem gewöhnlichen Punkt ist mindestens eine dieser Ableitungen 
von Null verschieden. 
Aus der Gleichung: 

dx dt '^ dy dt^^ 

folgt, wenn Xy y die Koordinaten eines gewöhnlichen Eurvenpunktes 
sind, und p einen Proportionalitatsfaktor bedeutet: 

dx ^ ^ _ 1^ 
dt^'^dy^ dt^ ^ dx 

Die Richtungskosinus der Tangente sind demnach: 

dl _di 

dy dx 



die der Normalen sind: 

dl dl 

VWW' VWW' 

aber es fragt sich, welche Halbtangente, und welche Halbnormale hier 
dem positiven Wert der Quadratwurzel entspricht. Um dies zu ent- 
scheiden, bezeichnen wir den positiven Wert der Quadratwurzel mit w 
und betrachten den Zuwachs Jf der Funktion f{Xy y) für den Fall, 
daß man von dem Punkt (a?, y) aus auf der zu ihm gehörenden Nor- 
male ein kleines Stückchen weitergeht. 
Wenn: 

dl dl 

^^x + h^^ j/-y + Ä^. 

so ist: 

^f''f{^,f^)-f{x,y). 

Nehmen wir nun an, daß der Ausdruck f{x + Ax^ y + ^t/) nach 
ganzen, positiven Potenzen von Ax^ Ay entwickelbar ist, so folgt für: 
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dl df 

die Gleichimg: 

Wir denken uns nun den absolnten Betrag von h so klein, daß 
die rechte Seite dieser Gleichung das Vorzeichen ihres ersten Gliedes 
besitzt. Dann ist df bei positivem h positiv^ bei negatirem h negativ, 
so daß sich die positive Halbnormale von der Kurve aus in denjenigen 
Teil der Ebene erstreckt, für dessen Punkte f{x,y) positiv ist. Die 
positive Halbnormale bilde mit der positiven o;- Achse den Winkel ß. 
Zur positiven Halbtangente nehmen wir, wie früher, diejenige H^lb- 

tangente, die durch Verminderung des Winkels ß um -^ erhalten wird. 

Ist ^ — — = a, so ergibt sich: 

1 df . -1 df 

coscf —— ^, Bina =» — ö-^: 

da anderseits: 

dx dy 

'dt . ~di 

cos a = — -====7 sm a » 



m"+(l?)' Vdr) + (!!)■ 

so ergibt sich der oben benutzte Proportionalitätsfaktor^ als positive Zahl, 
um den Ausdruck für den Krümmungshalbmesser zu erhalten, 
differenzieren wir die Gleichung: 

dx dt dy dt'^ 
nach t und finden: 

dx^Kdt)'^ ^dxdy dt dt'^dy^Xdt) '^dx dt^~^dy dt^^ ^' 

Ersetzt man hierin die Zahlen ^, % |^, ^ der Reihe nach 

dt dt dx dy 

. -u df df Idy Idx . , . 

durch jp ^, -p^, --^, -^, so folgt: 

dx d^y_dy ä^x__ .[d^(df\^_^Jd^ dl dl d^(df\^\ 
dt dt* dt dt*'^ ^ \dx''\dy) ^ dxdy dx dy'^ dy^KdxJ f 

Da jp> 0, ist: 



wir haben also das Ergebnis: 

* \dy/ dxdy dx dy"^ dy* \dx) 



9== 



dx' 
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Bei positiyem q liegt der Erümmungsmittelpmikt auf derjenigen 

Seite der Kurve, für die f(x, y) positiv ist, bei negativem q auf der 

anderen Seite, so daß z. B. der Krümmungshalbmesser des durch die 

Gleichung: 

a?* + y — 1 = 

dargestellten Kreises gleich — 1 ist. 

Wir können den Ausdruck für q auch auf folgende Weise finden. 
Die Gleichungen der zu einem Kurvenpunkt (a?, y) gehörenden Normalen 
sind; 

w dx ^ ^ w oy 

Die Gleichungen einer benachbarten Normalen sind: 

/dl df\ /dl dl. 

^^^X + Jx + k\-^ + J^), f^y+^y + k\-^ + ^^). 

Die zum Schnittpunkt beider Normalen gehörenden Werte von 
h und h! befriedigen die Gleichungen: od == a/', y' = t/", oder: 
df / df df 



d.h.: 



somit: 



/dl dl\ 

dl /dl af \ 

I a/; di\ 

1 Uf ^ dy df^ dx 
w \dx w dy w \ 
Nun ist: 

. dy 1 f d^f df d^fdfX .^ . , df .1 

w w \^ oxdyoy -^dy^dx) dy w 

dl 
^ aa? ^ 1 ( av^_ ay ^f\j^ ^f j i 

w '^wX^dx^dy ^dxdydxf Wx w 



w^\ dxdydxdy dy^\dx) dx^Kdy) j^^l"*** 

und dies liefert beim Übergang zu /Jt^O denselben Ausdruck für q 
wie oben. 

y. Lilie nthal, Differentialgeometrie. I. 5 
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Wir haben bisher angenommen, daß der Euryenpimkt (x, y) ein 

gewohnlicher sei, daß also für ihn ^und^- nicht zugleich verschwinden. 

Ist der betrachtete Punkt ein außergewöhnlicher, so führt die 
Gleichung: 

äa:« \dt) "^ ^ dxdy dt dt'^dy^ \dt) " ^ 

zur Bestimmung der Tangente, falls die zweiten partiellen Ableitungen 
Ton f{x, y) nicht sämtlich gleich Null sind. Läßt sich die 4inke Seite 
der Torstehenden Gleichung durch Multiplikation mit einem geeigneten 
Faktor in ein Quadrat verwandeln, so besitzt die Kurve an der 
betrachteten Stelle eine einzige Tangente, sonst sind zwei reelle 
Tangenten (Doppelpunkt) oder zwei imaginäre Tangenten (isolierter 
Punkt) vorhanden. 

Eine weitere Durchführung dieser Methode liegt nicht in der 
Absicht dieser Zeilen. Sobald man für die Umgebung einer Stelle 
{x, y) zwei reelle, nach ganzen positiven Potenzen einer Veränderlichen t 
fortschreitende Reihen f^r x + Jx, y + /iy gefunden hat, welche 
die Gleichung f(x + /Ix^ y + ^y) =- befriedigen, kann man die in 
den vorigen Paragraphen entwickelten Methoden benutzen. 

n. Einfach unendliche Schar ebener Kurven. 
§ 15. Allgemeines. 

Die Gesamtheit der Tangenten einer Kurve, ebenso die Gesamt- 
heit der Normalen einer Kurve bildet eine Mannigfaltigkeit von 
Geraden, von denen jede einzelne bekannt ist, sobald man den Kurven- 
punkt, zu dem sie gehört, gewählt hat. Die Gesamtheit der Krümmungs- 
kreise einer Kurve bildet eine Mannigfaltigkeit, in der jeder Einzel- 
kreis durch seinen Berührungspunkt bestimmt wird. Man bezeichnet 
allgemein mit dem Worte einfach unendliche Kurvenschar eine 
solche Mannigfaltigkeit von Kurven, in der jede Einzelkurve von der 
Bestimmung einer stetigen Veränderlichen abhängt. Die letztere führt 
den Namen Parameter der Schar. 

Die hauptsächlichsten Darstellungsarten einer einfach unendlichen 
Kurvenschar sind die folgenden. 

1. Man betrachtet x und y als Funktionen der Veränderlichen t 
und des Parameters r, so daß: 

Hier darf die Determinante: 

dt dz dt dt 
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nicht identisch TerschwindeU; da sonst zwischen x und y eine Gleichung 
bestände ; und wir es mit einer einzigen Kurve, nicht mit einer 
Eurvenschar, zu tun hätten. 

Die Funktionen f^ und f^ sollen innerhalb eines Wertbereichs 
der Veränderlichen t und r als analytische Funktionen vorausgesetzt 
werden. Ein solcher Wertbereich wird dadurch festgelegt, daß der 
Parameter r alle Werte zwischen zwei Grenzen etwa x^ und r^ durch- 
läuft, während zu jedem dieser Werte von r zwei Grenzen etwa tp^it) 
und tpiit) gehören, zwischen denen die Veränderliche t sich bewegt. 
Sind nun t und t zwei Werte innerhalb dieses Wertbereichs, so 
sollen die Ausdrücke f^{t + ^t, x + Ax) und f^{f + Aty x + /lx)y falls 
man At und Ax absolut genommen hinreichend klein wählt, nach 
ganzen positiven Potenzen von At und Ax entwickelbar sein. 

Die gegebene Kurvenschar wird auch Kurvenschar r = const. 
genannt. Fassen wir in den Gleichungen x^ f^{t, r), y = f^(f^ x) die 
Veiunderliche t als Parameter auf, so stellen sie eine zweite einfach 
unendliche Kurvenschar dar, bei der sich längs jeder Einzelkurve die 
Zahl X ändert, während t festbleibt. Diese Schar heißt dann im 
Gegensatz zur Vorigen die Kurvenschar t » const. 

Man darf sich hier nicht die Vorstellung bilden, daß die 
Schar i = const. aus anderen Kurven bestehen müsse, wie die Schar 
X = const. Es sei z. B. eine Kurve durch die Gleichungen: 

gegeben. Der Ort der Mittelpxmkte aller Sehnen der Kurve, die durch 
den Punkt (t^ gehen, wird bestimmt durch die Gleichungen: 

a'-|(/l(<«) + /iW), y='\{fSo) + Ut)). 

Die sämtlichen Sehnenmittelpunktskurven werden daher dargestellt 
durch die Beziehungen: 

^=i(A(0 + /iW), y=k(m + n(y))- 

Jede Kurve x = const fällt mit einer Kurve t == const. zusammen 
und zwar mit der, für die t denselben Wert besitzt wie x. Sind t^ 
und t^ zwei voneinander verschiedene Zahlen innerhalb des Wert- 
bereichs von ty denen auf der gegebenen Kurve zwei nicht einander 
parallele Tangenten entsprechen, so schneiden sich die Kurven t » t^^ 
T = ^ im Punkte mit den Koordinaten: 

a^=-|(A(o+/i(^)), y-\(m)+m)) 

und zwar unter demselben Winkel, den die beiden Tangenten mit- 
emander bilden; sie berühren sich, wenn den Werten i^ und ^ von 
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t auf der ursprünglichen Eorve parallele Tangenten entsprechen. Ein 
leicht zu hehandelndes Beispiel bieten hier die Sehnenmittelpnnkts- 
kurven einer Ellipse dar. 

Die oben angeführte Determinante: 

dt dt dt dr 

kann sowohl in einzelnen Punkten als auch längs einer Kurve ver* 
schwinden. Ist sie für das Wertsystem t=>t\ x ^'J gleich Null, so 
ist der entsprechende Punkt entweder ein außergewöhnlicher Punkt 

der Kurve r^i/ (-^=0> 'W^^ ^^^ t=^t\ r = T'j, oder er ist ein 
außergewöhnlicher Punkt der Kurve t^t' (^"0, ^-0 für 

t=^t', r = r'j, oder endlich, die Kurven t^^t', r — t' berühren sich 

in dem fraglichen Punkt. 

2. Man kann eine einfach unendliche Kurvenschar durch eine 
einzige Gleichung von der Form f{x, y, r) = darstellen, die außer 
X und y noch den Parameter r der Schar enthält. Hier soll sowohl 

vorausgesetzt werden, daß die Ableitungen -J-> J~i J- nicht für jedes 

der Gleichung /*=0 genügende Wertsystem x, y, r verschwinden, 

als auch, daß der Ausdruck f(x + ^x, y + ^y, r + jx) im allgemeinen 

nach ganzen positiven Potenzen von /dx^ Ay^ /Ix entwickelbar ist. 

Die außergewöhnlichen Punkte der Einzelkurven, für die, wie 

wir festsetzten, w- und ^ zugleich verschwinden, können vereinzelt 

auftreten, oder eine Kurve bilden. 

§ 16. Berfihnmgskurve und Einhüllende einer durch eine 

Gleichung von der Form f{x, y, r) = dargestellten einfaeh 

unendlichen Kurvenschar. 

Sind einfach unendlich viele Kurven in einer Ebene gegeben, 
so kann man fragen, ob es eine Kurve gibt, die jede Einzelkurve 
der Schar berührt. Beispiele für ein solches Vorkommnis haben wir 
bereits kennen gelernt. Jede Kurve berührt ihre sämtlichen Tangenten 
und ihre sämtlichen Krümmungskreise. Die Normalen einer Kurve 
berühren die Krümmungsmittelpunktskurve derselben. Wir behandeln 
die sich auf eine Berührungskurve beziehenden Fragen zuerst unter 
der Voraussetzung, daß die Kurvenschar durch eine Gleichung von 
der Form f{x^ y, r) = gegeben sei. 

1. Erste Herleitung der Berührenden. Mit g{oCyy)^0 
bezeichnen wir die Gleichung irgend einer Kurve, welche die Kurven 
X =» const. schneidet. Die Koordinaten der Schnittpunkte und damit 
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die Koordinaten der Torgelegten Kurve selbst lassen sich als Funktionen 
^on t betrachten^ indem man sich x und y aus den Gleichungen 
f(jXy y, t) = und g(x, y) = berechnet denkt. Dann folgt: 

^dx dfdy dl_^ 
dxdx'^dy dt'^dx ^' 

dx dt dy dz 

Der Punkt (x, y) sei ein gewöhnlicher Punkt sowohl der durch 
ff(cc, y) = gegebenen Kurve, wie der durch ihn hindurchgehenden 
Kurve r = const. Bildet die Tangente der ersteren den Winkel a, 
die Tangente der letzteren den Winkel a' mit der o;- Achse, so ist: 



cos a = 



dg dx 

dy dx 



y(ii)'+©' v(^hm 



dg dy 

dx dt 

sin a- 



j ^ • r ^ 

COS a = — ^ f sin r — 



_^dx__dfdy^ 



dl 

dt 



vw^' m"+©" 



Sollen sich an der betrachteten Stelle die durch f{Xy y, r) = 
und g{x^ y) *= dargestellten Kurven berühren, so muß hiemach 

K-^ an der betrachteten Stelle verschwinden. 

z 

Als notwendige Bedingung für das Vorhandensein einer 
Berührungskurve ergibt sich somit die, daß aus den Glei- 
chungen f{x^ y^ r) = und o— = x und y als reelle Funk- 
tionen von X berechnet werden können. Hinreichend ist 
diese Bedingung erst dann, wenn die Ableitungen J- und -j- 

nach Ersetzung von x und y durch die Lösungsfunktionen 
nicht zugleich identisch verschwinden. Sind die fraglichen 
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Ableitnngen gleich Null, so ist eine besondere Untersuchung 
darüber anzustellen^ ob die durch f*^0 und ^»0 fest- 
gelegte Kurve die Kurven t — const. berührt oder nicht. 

Wir wollen die gefundene Regel durch ein Beispiel erläutern. 

Nehmen wir mit der x, y- Ebene eine Drehung von der Gfröße r 
um den Punkt x ^ Xq, y ^y^ vor, so möge ein Punkt, der vor der 
Drehung die Koordinaten u, v besaß, nach der Drehung die Koordi- 
naten X, y besitzen. Man hat dann: 

u — a?o — (a; — x^) cos r + (y — ^o) »"^ '^f 
f> — yQ="'{x-'XQ)sixit + {y- y^) cos r. 

Die durch v* — m' dargestellte Kurve besitzt im Punkte m — 1, 
t; as — 1 eine Normale mit der Gleichung: 

2(m - 1) - 3(v + 1) = 0. 
Die Normale schneidet die j/- Achse in dem Punkt mit den 
Koordinaten w — 0, v « — g^- Diesen Punkt nehmen wir zum Drehungs- 
mittelpunkt, so daß: x^^O^ yo—""«* Durch stetige Drehung der 
Ebene um diesen Punkt entsteht aus unserer Kurve eine einfach un- 
endliche Kurvenschar mit der Gleichung: 

f{x, y, t) = (- I - a; sin T 4- (y + I) cos r) 

— \x cos ^ + (y + 1") sin tj = 0. 
Man erhält: 

^=,^-a:cosT — (y4-|) sin r) |2(^-|- o; sin r -f (j/ +|) 

-t- Sf a; cos T 4- fy + -r-j sin xj (— a; sin r + ( y -f -^ j cos xj V 

Während der Drehung beschreibt der Punkt w=l, v = — 1 
einen Kieis, für den: 

1) o; = cos T — y sin T, y =« — — -f sin r -f -^ cos r. 

Diese Ausdrücke von x und y bringen den zweiten Paktor von 

J- zum Verschwinden und befriedigen die Gleichung / = 0. 

Der Punkt w = 0, t? ==» beschreibt während der Drehung einen 
Kreis, für den: 

2) a; == — -g sm r, y == — g -t- g- cos T. 



cos X , 
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Diese Ausdrücke von x und y bringen beide Faktoren von -J- 

zum Verschwinden und befriedigen ebenfalls die Gleichung /* = 0. 

Um zu entscheiden; ob in dem einen oder anderen Fall eine 
Berührungskurve vorliegt, bilden wir die partiellen Ableitungen von 
f nach X und y. Man erhält: 

|^= 2 (-|-- a; sin T + (y + I) cos tJ(- sin r) 

— 3 ( ic cos T + (y+ —j sin rj cos r, 
^=. 2 ^~y — a; sin T + (y + -3) cos rj cos r 

— Slx COBX + (y + jj sin tj sin r. 

Setzen wir hier für x und y die Ausdrücke aus den Gleichungen 1) 
ein, so kommt: 

^ = 2 sin T — 3 cos r, ^ =» — 2 cos r — 3 sin r. 

Diese Ausdrücke sind nicht gleichzeitig Null und zeigen, daß 
der durch die Gleichungen 1) dargestellte Kreis die Kurven der Schar 
berührt. 

Setzen wir für x und y die Ausdrücke aus den Gleichungen 2) 

ein, so verschwinden -J- und ^ identisch. Es sind daher die zweiten 

' ex Cy 

Ableitungen zu bilden. Man erhält: 

^ =» 2 sin^ T — 6 ( 0? cos T + (y + ^j sin r j cos^ r, 
^ { « — 2 sin T cos T — 6 f a; cos r + (y + 3-) sin r j sin r cos r, 

g-4 =' 2 cos^ T -- 6 (a; cos r + f y + — j sin r j sin* r. 

Ersetzt man hier x und y durch ihre Ausdrücke aus den 
Gleichungen 2), so kommt: 

ö-i =» 2 sm* r, g A = — 2 sin r cos r, 0-1= 2 cos* r. 

Für den Winkel dy den die Tangente der Kurve r « const. im 
betrachteten Punkt mit der a?-Achse bildet, haben wir die Gleichung: 

^Y 2 j , o ^Y f . j . ^Y . 1 j A 

^,cos« c/ + 2 ^^cos «' sin a' + ^.sin« 0^ = 0, 

d. h. hier: 

sin (r -- a') = 0. 
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Für den Winkel a, den die Tangente des durch die Gleiclrnngen 2) 
dargestellten Kreises mit der o?- Achse bildet, erhält man: 

• cos « =- — cos T, sin a =- — sin r, 
so daß auch: 

sin (r — a) = 0, 
und: 

sin (a — «') — 0. 

Dies zeigt, daß auch der vom Punkt u = 0, v -» beschriebene 
Kreis eine Berührungskurve ist. 

Dasselbe Ergebnis findet sich, wenn man die rr, j/-Ebene um 
einen beliebigen Punkt der y- Achse, mit Ausnahme des Koordinaten- 
anfangspunkts, dreht, oder wenn man sie in sich längs der o;- Achse 
parallel verschiebt. 

Wir drehen jetzt die Xy y-Ebene um einen beliebigen, aber nicht 
mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfallenden, Punkt der 
ic- Achse. Dadurch entsteht eine Schar mit der Gleichung: 

f = [(x — Xq) sin T — y coB r] — (^o + (^ "" ^o) cos r + y sin t) = 0. 
Man erhält: 

J- = l{x — x^i) Bin t — y cos rj 1 2 ((a: — Xq) cos t + y sin rj 

+ 3{xq+{x — Xq) cos t + y sin r) }. 

Die Ausdrücke x = Xq{1 — cos r), y =» — Xq sin t befriedigen die 

Gleichungen f=0 und ^-=0, und bestimmen den Kreis, den der 

Koordinatenanfangspunkt während der Drehung beschreibt. Aber die 
Ableitungen: 

0-^ = 2 {(a; — iCo)sinT— ycosr) sinr— 3 {a:o+(ic-— a;o)cosT+ysinT} cosr, 

■g^=^2[(x— Xq) Bin t-y cos t](—C09t)-3[xQ+(x — XQ)G0Bt+yBmr] sinr 

verschwinden für ä; — i^o = — o^ocos r, y == — a^o sin t. 

Durch Berechnung der zweiten^ Ableitungen ergibt sich wie vorhin: 

sin (t — cc') == 0. 

Der Winkel a, den die Tangente des Kreises mit der o;- Achse 
bildet, wird hier bestimmt durch: 

cos a = sin r, sin a = — cos r, 
somit: 

cos (a! — a) = 0. 

Der fragliche Kreis ist daher keine Berührungskurve, sondern er 
trifft die Einzelkurven der Schar unter rechten Winkeln. 
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Im ersten der betrachteten Fälle besteht die Berührende aus ge- 
wöhnlichen Punkten der Einzelkurven der Scharf im zweiten und dritten 
Fall ist sie der Ort der Spitzen der Einzelkurven. Der Ort der singulären 
Punkte der Einzelkurven kann eine Berührende sein oder nicht. 

2. Zweite Herleitung der Berührenden. Man gelangt zu 
der BerühruDgskurve einer Kurvenschar auch auf folgende Weise: 

Die Koordinaten eines Schnittpunkts der beiden; zu den Werten 
T und X + ^x des Parameters gehörenden, Einzelkurven der Schar 
genügen den Gleichungen: 

An Stelle der letzteren Gleichung können wir schreiben: 

Gehen wir mit ^x zur Grenze Null über, so genügen die Koordi- 
naten der Grenzlf^e der Schnittpunkte den Gleichungen: 

f=^0 und |^^=0, 

und das sind die notwendigen Bedingungen für eine Berührungskurve. 

Jedoch ist hier zu bemerken, daß unter der Voraussetzung eines 
von Null verschiedenen zlx die Koordinaten der Schnittpunkte ima- 
ginäre Werte besitzen können, die sich für ^x = in reelle Werte 
umwandeln. In einem solchen Falle kann man geometrisch die Be- 
rührungskurve nicht als Ort der Grenzlagen von Schnittpunkten 
benachbarter Einzelkurven der Schar auffassen. 

Nehmen wir z. B. die durch die Gleichung: 

y^^(x-xy^O 
dargestellte Kurvenschar. Man genügt dieser Gleichung und der 
Gleichung: y» _(.-.- ^.)»=0 

durch die Ausdrücke: 



x=»x + 



a+^)^" ^-Vi^^vs)'^' 



Die Schnittpunkte sind also für ein von Null verschiedenes zix 
imaginär, ihre Grenzlagen bei ^x == aber sind reell und fallen in 

die oJ-Achse. 

• 

3. Berührende und Einhüllende. An Stelle des Wortes 
„Berührungskurve oder Berührende" ist auch das Wort „Einhüllende" 
in Gebrauch. Diese, das französische Wort „enveloppe" verdeutschende, 
Bezeichnung ist aber nicht ohne weiteres gerechtfertigt. Nehmen 

wir nämlich an, wir hätten aus den Gleichungen /'=0 und ö^ = 
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die Zahlen x und y als Funktionen von x bestimmt, die sich im Intervall 
Xq, ..x^ regulär verhalten. Diesem Intervalle entspreche ein Eurvenzag, 
der das Stück AB enthalte. Da sind zwei Fälle zu unterscheiden : 
Erstens. Das Stück AB Mt sich so wählen, daß in allen 
seinen Punkten ein Berühren ohne Schneiden stattfindet. Alsdann 
kann man um jeden Berührungspunkt (etwaPFig.l4) auf der berührten 
Einzelkurve der Schar ein Bogenstück (etwa PPP^) abgrenzen derart, 
daß das ganze Stück auf ein und derselben Seite der Berührenden 
liegt. Die Voraussetzung, nach der die Kurven der Schar stetig auf- 
einander folgen sollen, bedingt, daß alle derartigen Bogenstücke auf 
derselben Seite der Berührenden liegen. Jetzt hat der Eurvenzng A.B 
die Eigenart einer Grenze des von den fraglichen Bogenstücken aus- 
gefüllten Ebenenteils, und die Bezeichnung „Einhüllende '^ für die 
Berührende ist gerechtfertigt. 

Zweitens. Das Stück AB läßt sich so 
^^ wählen, daß in allen seinen Punkten ein Berühren 
mit Schneiden stattfindet. Jetzt tritt jede berührte 
Kurve im Berührungspunkte von der einen Seite 
der Berührenden auf die andere über, und von 
einem „Einhüllen" durch die Berührende ist keine 
Rede mehr. 

Ein Mittel, um zu entscheiden, ob eine Be- 
rührungskurve, die nur gewöhnliche Punkte der 
Einzelkurven einer Kurvenschar enthält, eine Ein- 
hüllende ist oder nicht, liefert der folgende Satz: 

Besitzen die Gleichungen /"(a?, y, r) = 0, ö^ = die reelle 
Lösung: 

für welche -J- und -J- nicht zugleich identisch verschwinden, 

so bilde man die Ausdrücke ^; ^ ... und setze in ihnen 

statt X und y die Punktionen g^{x) und g^{x) ein. Ist 

— ^) der erste nicht identisch verschwindende 

Ausdruck, so hat die Berührende die Eigenart einer Ein- 
hüllenden, wenn v gerade ist, sonst nicht. 

Zum Beweise betrachten wir einen gewöhnlichen Punkt {x, y) der 
zu X gehörenden Einzelkurve. Die zu ihm gehörende Kurvennormale 

hat die Gleichungen: 

dl dl 




Flg. 14. 



"-m'+0- 
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Der dem Schnittpunkt der Normalen mit der zu x + ^x gehörenden 
Sinzelkurve entsprechende Wert von h genügt der Gleichung: 

/ dl dl \ 



oder: 



hw + ^^x + -" =0. 

dt ' 



Ist — - die erste an der betrachteten Stelle nicht verschwindende 
Ableitung von f nach x, so ergibt sich: 

d. h. die Zahl h besitzt für absolut genommen hinreichend kleine 
Werte von ^t ein und dasselbe Vorzeichen, wenn v gerade ist, sonst 
wechselt h sein Vorzeichen mit dem von ^x. Im ersten Fall wird 
die Normale der Einzelkurve von ihren benachbarten Kurven auf ein 
und derselben Seite der Kurve geschnitten, im zweiten Fall auf 
beiden Seiten. Findet der erste Fall längs eines Kurvenstücks statt, 
so hat dasselbe die Eigenart der Einhüllenden, sonst nicht. 

4. Beispiele, a) Von den drei oben betrachteten Fallen ist 
nur der erste als Beispiel für unseren Satz brauchbar, da in dem 

zweiten und dritten Fall -J- und -J- nach Ersetzen von x und y 

durch ^i(t) und ^2(t) identisch verschwinden. Im ersten Fall erhält 
man: 






Die Berührende ist somit eine Einhüllende. 

b) Nehmen wir die Kurvenschar mit der Gleichung: 

y-(^-T)»-0. 



Hier wird 



somit: 



Man findet: 






^-^ =0, (S) = 6. 






Die Berührende ist daher keine Einhüllende; ihre Tangente, d. h. die 

Berührende selbst ist stets Wendetangente für die berührten Enrren. 

c) Eine einfach unendliche Schar Ton Geraden, deren 

EinzelkurTen weder einander parallel sind, noch ein und 
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denselben Pnnkt gemein haben, besitzt stets eine Ein- 
hallende. 

Die Schar sei gegeben durch die Gleichung: 

Aas ihr und der Gleichung -J- — lassen sich x und y berechnen^ 

falls die Determinante: 9i(T)y,'(T) — 9iW?Pi'W von Null yerscliieden 
ist. Diese Determinante yerschwindet, wenn tf^ (r) <— 0, oder wenn 
^>^{^^^J oder endlich, wenn 9s(r) nur durch einen konstanten 
Faktor von 9i(t) yerschieden ist; d. h. die Determinante Terschwindety 
wenn die Geraden der Schar einander parallel liegen. 
Bei Ausschluß dieses Falles findet man: 

Angenommen ^^(t) wäre gleich der Konstanten a. Dann besiSnde 
die Gleichung: 

d. h. entweder: 
oder: 

wo h konstant. In beiden Fallen erweist sich g^(x) als konstant. 

Ebenso zeigt man^ daß bei konstantem g^(x) auch ^i(t) konstant 
ist. Hier haben die Geraden der Schar sämtlich einen Punkt gemein^ 
sie bilden einen Büschel. Man kann die Bedingung dafür, daß kein 
Büschel vorliegt, in der Form schreiben: 

9i"(929s' - ys^s') + WCVsW - 9iW) + W(9i W - SP2W) ^ 0, 

die nichts anderes bedeutet, als g^i^ ^ 0« 
Man erhält weiter: 

/^\ _ ^ ff?MPsJLSMP/ . ff ?MPij:JPiV , ff 

Da dieser Ausdruck von Null verschieden ist, besitzt die Geradenschar 
eine Einhüllende. 

Um ein Beispiel zu behandeln, betrachten wir die Brennlinien 
durch Zurückwerfung bei parallel einfallendem Licht. 

Wir denken uns lauter parallele Halbgerade von den Punkten 
einer Kurve ausgehend, die mit der positiven a?- Achse den Winkel jJ 
bilden mögen, und setzen: 

Zo=-cos/J, ro=-sin/J; 
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ferner beschränken wir uns zunächst auf ein solches Eurvenstück 
(x =^fi(t), J/^/iCO); i^ ^®°^ ^^ keiner Stelle f^'(t) und f^'{t) gleich- 
zeitig verschwinden und auch /"/(O/s^CO "" /2'(0/1l"(0 i^icht ver- 
schwindet. 

Die positive Halbnormale der Kurve im Punkte (x, y) hat die 
Richtungskosinus : 

X *» — sin a, Y = cos a, 

sie bilde mit der Halbgeraden (X^, Yq) den Winkel #. 

Die Richtungskosinus einer Halbgeraden^ die mit der positiven 
Halbnormalen den Winkel #, mit der Halbgeraden (X^, Y^ den 
Winkel 2%' bildet, also des zurückgeworfenen Strahles, sind: 

X' = — Xq — 2 cos -Ö" sin a = — Xq cos 2« — rj, sin 2a, 
r' = — Zo + 2 cos -Ö" cos a = — X^ sin 2a + Y^ cos 2a. 

unsere Aufgabe soll es sein, die Einhüllende der Halbgeraden 
(X', y') d. h. die Brennlinie zu finden. 

Für den Schnittpunkt der zu den Werten s und s + /Is der 
Bogenlänge der gegebenen Kurve gehörenden Geraden (X', Y) und 
(X'+.^X', Y+JY) haben wir: 

hX!^^x + l{S+JS), hY^^y + l(Y+^Y), 
somit: 

, _ Jx{Y + JT)- Jy{X! + dT) 

Da: 

dX^_2Y[ dY ^^X' 
da Q ds Q 

so folgt beim Übergang zu ^s » die grundlegende Beziehung: 

Ä = l" cos d'. 

Die Halbgeraden (X', Y') besitzen eine Einhüllende, wenn Ä>0; 
bei Ä < besitzen die Halbgeraden (— X', — Z') eine Einhüllende. 

Wir haben jetzt zu untersuchen, wie sich die Zahl h bei der An- 
näherung an eine außergewöhnliche Stelle der Abbildung der 
reflektierenden Kurve auf die ^-Gerade verhält. 

Der gefundene Wert von h läßt sich so schreiben: 



1 



(fAt)To-ff'(f)x,) {f,\ty+U(ty) 



2 h\t)U"if)-ft(f)h"(f) 

Da sich in einer hinreichend kleinen Umgebung einer außer- 
gewöhnlichen Stelle nur gewöhnliche Punkte befinden, ist: 
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Bei der Entwicklung des rechts stehenden Ansdmcks nach Potenzen 
von /Ji sind zwei Fälle za unterscheiden. 

Erstens kann die Halbgerade {X^y T^ die Kurve im Punkte {x, y) 
berühren. 

Dann ist: 

wo s entweder gleich 1^ oder gleich— 1 ausfällt. 
Jetzt beginnt die Entwicklung des Ausdrucks: 

mit dem Gliede: 

Der Ausdruck: 
beginnt mit dem Gliede: 

der Ausdruck: 

beginnt mit dem Gliede (§ 1, S. 8): 

der ganze Ausdruck beginnt also mit einem Gliede, das den Faktor Jt" 
enthält; es ist somit Lim h(t + ^t) gleich Null; und die reflektierende 

Kurve wird an einer Stelle, die von dem einfallenden Strahl berührt 
wird; von der Brennlinie berührt. 

Zweitens kann der einfallende Strahl die reflektierende Kurve 
an der betrachteten Stelle nicht berühren, so daß: 

fi'Ht)yo-f,'-*m^o 

von Null verschieden ist. Jetzt beginnt die Entwicklung des Zählers 
mit z^?"-', somit die Entwicklung des ganzen Ausdrucks mit /IP"^. 
Der liimh(t -\- /1() ist Null, oder endlich und von Null verschieden, 

(^f=0) 

oder unendlich, je nachdem q gleich Null, oder von Null verschieden 
und endlich, oder unendlich groß ausfällt. 

Um einen berühmten Satz über Brennlinien (vgl. M. Cantor, Vor- 
lesungen über Geschichte der Mathematik. Dritter Band. 1898. 
S. 143) zu beweisen, setzen wir die Koordinaten der Brennlinie in 
die Form: 

l-iT + ÄX', ri^y + hT. 
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;= COS a + ^ X' — COS •Ö- T, 



^=sma + ^ r'+cos#r. 



Daim folgt: 

d^ , dh 

ds-'''''^+Ts 

Man findet durcli eine einfache Rechnnng: 

cos a — cos 'ö' r -= — X!(Xq cos a + Y^ sin a), 

sin a + cos d'X' = — Y\Xq cos cc+ Tq sin a). 

Der Ausdruck — X^ cos a — Fö sin a ist offenbar die Ableitung 
Ausdrucks — a;X(, — y Fq + const. nach s. Um die geometrische 
Bedeutung des letzten Ausdrucks zu finden^ bezeichnen wir mit % yQ 
die Koordinaten eines Punktes Pq, in dem die reflektierende Kurve 

Nach dem 
Für ihn ist 
in 
diesem Punkt sind: 

o(f= iTo+^To, y' = yo-ZXo. 

Für den Schnittpunkt der Normalen mit dem auf sie von dem 
Punkte P(x, y) aus gefällten Lot PA erhalten wir: 

Xq+ITq=x + ?iZo, yQ—lXQ^y + l^ Tq, 



von dem einfallenden Strahl berührt wird. (Fig. 15.) 
Obigen liegt dieser Punkt zugleich auf der Brennlinie, 
cos a ^ — X^y sin a =• — To- Die Gleichungen der Normale 



d.h.: 
somit: 



\--{x^-x)X^+{y^-y)Y^y 

d^_ d{l,+h) ^ dTl_ d(J,+h) jj^ 

ds '^* ' '^* '' ' 



ds 



ds 



ds 



Sowohl h wie J^ wächst mit wachsendem s. Rechnen wir daher 



die Bogenlänge 6 der Brennlinie vom Punkte 
wachsendem s ebenfalls wachsend^ so ergibt sich: 

d.h. die Bogenlänge PqQ der Brennlinie 
Summe der beiden Strecken PA und PQ, 

d) Wenn eine einfach unendliche 
Kreisschar eine Berührende besitzt, so 
ist die Berührende zugleich eine Ein- 
hüllende, falls die Kreise der Schar nicht 
aus den Krümmungskreisen einer Kurve 
bestehen. 

Wir nehmen die Gleichung einer Kreisschar 
in der Form: 



Pn aus als mit 



ist gleich der 




so daß: 



{x - q>,{r)y+ {y - ip,ir)y- 9(t)*=. 0, 
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Damit sicli x und y aas den Gleichungen jT^-O xuid ^ :=» 

berechnen lassen, dürfen ^>i{%) nnd tp^{%) nicht zugleich yerscliwinden, 
d. h. es darf nicht eine Schar konzentrischer Kreise Torliegen. Um 
die Berechnung za TereinfacheU; verstehen wir anter x die Bogen- 
länge der Mittelpanktskarye, so daß: 

Man erhalt: 

Damit die Lösung reell sei, muß 9>"^ 1 sein. 

Erstens: 9''<1. Man findet, wenn q den Erämmungshalb- 

messer der Mittelpunktskurve bedeutet, bei Berücksichtigung der 

Pormehl : 

_ ff _ —Vi\ «>"=.9'i' 
Vi —^ Vi ^-y 

die Gleichungen: 

g,\r) — (<pv,' + ai/n^w) (- Bvr:r^^ + j + 0=;^. 

Wird der Ausdruck: JL fif/l-^?'« + - + -I^^L nur für 

einen der beiden Werte von s gleich Null, so wird ein Teil der Be- 
rührenden durch einen Punkt vertreten. Verschwindet aber der frag- 
liche Ausdruck für beide Werte von «, so ist: 

--0 und: - 1 + y'^-f 99?"= 0. 

Die erste dieser Beziehungen verrät, daß die Mittelpxmktskurve eine 
Gerade ist. Wir dürfen daher (fi(r) = r, ygC''^)™^ gleich nehmen, 
d. h. die a?- Achse in den Ort der Kreismittelpunkte legen. 
Die zweite dieser Beziehungen ergibt: 

wir haben es daher mit einer Schar von Kreisen zu tun, die ent- 
weder durch zwei feste Punkte gehen, oder eine Gerade in einem 
festen Punkt berühren. 

Nun sei der Ausdruck A von Null verschieden, so daß eine 
Berührungskurve vorliegt. Man erhält: 

l \0x Jx=gtt y—Qi. Q 
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Tv^omit nach unserem Satz gezeigt ist^ daß die Berükrende zugleich 
eine Einhüllende darstelli 

Zweitens: y'*« 1. 

Wir erhalten hier entweder: 

<3P = r + c 
und: 

g^{x) = ^j - (r + c)^/, g^it) =. qp^ - (r + c) 9,', 
oder: 

^ = — T + C 

und 

Dies zeigt, daß die E[reise der Schar zugleich die E[rümmungs- 
kreise der Berührenden sind, indem die letztere als eine Erolyente 
der Mittelpunktskurve der Ereise erscheint. 

Man hat hier für 9 = r + c: 






J0=(«-^,)=f^ + (j^-<F,)^' 



-4S-(--^M=?^-^4}+(^-^«){=?^+^/S|' 



somit: 



'^'A A /^'A o*+ö 






2 



Die Berührende ist hier keine Einhüllende, und dies steht im 
Einklang mit der früher erkannten Tatsache, daß eine Kurve von 
ihren Krümmungskreisen im allgemeinen geschnitten wird. 

Wir haben oben gefunden, daß für das Vorhandensein einer Be- 
rührenden die Bedingung ^'* ^ 1 notwendig ist. Es muß noch dar- 
gelegt werden, welche geometrische Bedeutung dieser Bedingung 
zukommt. Zu diesem Zweck fragen wir nach den Schnittpunkten 
eines Kreises der Schar mit seinen Nachbarkreisen. 

Die Gleichung des zum Parameterwert r gehörenden Kreises ist: 

die eines benachbarten Kreises: 

(^ - 9i - ^^lY + (y - 92 - ^^iY -{9 + ^<py == 0. 

An Stelle der letzten Gleichung können wir die Gleichung der 
Potenzlinie beider Kreise setzen, nämlich: 

(x - ^i)^^i + (y - Vi) ^V2-P = 0, 
wo: 

V. Lilienthal, DÜTerentialgeometrie. I. 6 
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Wir ISsen beide Gleichungen nach x und y aaf durch die^ Be- 
ziehungen: 

ir — «jTj — -Tz-tj—Tzri ~ ^ - 



Die Zahl X bestimmt sich aus der ersten Oleichnng durch: 



Nun ist: , 

aUo: i»-g)»(l-<^'») + m^tr+ .. 

Wenn <p'^> 1^ schneiden sich zwei benachbarte Ejreise nicht, die 
Zahl X ist imaginär und bleibt es für d% » 0. 

Wenn 9''< 1, schneiden sich je zwei benachbarte Ejreise, und 
die Grenzlage der Schnittpunkte wird von der Einhüllenden gebildet. 

Wenn aber 9>''» 1, so ist eine genauere Untersuchung notig. 

Man hat: 

^<,, - .,'^r - l^z^r' + ij (=^ + ?V §1) ^^ + -. 
daher: . 

Setzen wir, wie oben, g; = r + c, /Jtp = ^v, so wird: 

daher: , , 

also: , 

Die Zahl X ist somit für ein absolut genommen hinreichend 
kleines, aber von Null verschiedenes, ^x imaginär. Die Grenzlage 
der imaginären Schnittpunkte benachbarter Ereise bei /It » ist 
aber reell, und der Ort dieser Grenzlagen wird dargestellt durch 
die Gleichungen: 

5. Peanosche Sätze. G. Peano benutzt die Bezeichnung „Ein- 
hüllende^' nur für die Grenzkurve reeller Schnittpunkte benachbarter 
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Sinzelkurveu der Schar, wie das aas der Behandlnng des Beispiels 
y — {x — xf^O hervorgeht. (Applicazioni Geometriche del Calcolo 
infinitesimale. Torino 1887 S. 312.) Wir finden a. a. 0. S. 309 folgenden 

Satz: „Die Gleichungen /*=• und ^=0 seien für x=^Xq, y => y^, 

r == To erfüllt, und für dieses Wertsystem sei die Determinante 



df 


dy 


av 


av 



dxdz dydr 

von Null verschieden. Dann ist der Punkt {x^y^ auf der Kurve r = r^ 
ein Grenzpunkt für die Schnittpunkte dieser Kurve mit ihren be- 

nachbarten Kurven, und die Gleichungen /* »=» 0, ö^ = bestimmen 

X und y als Punktionen von r." 

Man kann beide Behauptungen, ohne von den Peanoschen Be- 
trachtungen über Grenzlagen einer veränderlichen Figur Gebrauch 

zu machen, folgendermaßen erhärten, wobei unter { TK^yy^v \ 

^ daf^dy^dz^* /q 
jedesmal die Zahl verstanden werde, die aus dem eingeklammerten 
Ausdruck durch Ersetzen von x, y, r durch Xq, yQ, Xq hervorgeht. 

Um die erste Behauptung zu beweisen, bezeichnen wir mit 
co^y 4- ^00, yQ + zfy die Koordinaten eines Schnittpunkts der zu t^ und 
rQ+ /Jr gehörenden Einzelkurven. Die Gleichungen: 

f{xQ + ^x, y^+ ^y, To) = 0, f(xo+ ^x, yo+ ^y, r^^ Jr) = 
liefern die Entwicklungen: 

Hier ist vorausgesetzt, daß die erste iüx x^ Xq, y '^ y^, i^ — i^o 
nicht verschwindende Ableitung von f nach r die i/*® sei. 
Aus den gefundenen Entwicklungen ergibt sich: 






d. h. es gehört zu jedem, absolut genommen hinreichend kleinem, Wert 
von ^r ein reelles Wertepaar Jx, dy, und der Punkt (xq, y^ ist 
die Grenzlage reeller Schnittpunkte der Kurve r =» r^ mit ihren be- 
nachbarten Kurven. 
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Um die zweite Behauptung za beweisen, suchen wir die Zahlen 
^Xj Jfy so als Funktionen Ton /Ix zu bestimmen, daß den Gleichungen: 

genügt wird. Hier erhalten wir die Entwicklungen: 
aus denen folgt: 



(y-l)!^^,\ay/0^arVo 



Hierdurch sind /i'x und ^y als Funktionen Ton /fr festgelegt 
Im allgemeinen d. h. nach Ausschluß getrennt liegender Punkte 
ist V — 2. Setzt man nämlich x^ + jd^x^xj, y^+ /l^y^^^y^^ x^+ Jx^r^ 
und berechnet die Determinante z/ für a; « x^^j y «=■ y^^ x « r^', so 
sieht man, daß /ix absolut so klein genommen werden kann, daß /l 
nicht verschwindet. Es bleibt also /l längs eines Teiles der durch 

/* « und ^ = festgelegten Kurve von Null verschieden. Wäre 

nun beständig v> 2y so begännen die Entwicklungen von /fx und 
^'y für die Umgebung jedes Punktes dieses Teiles mit einer höheren 
als der ersten Potenz von /Ix, die Berührende wäre ein Punkt und 
keine Kurve. 

Im Anschluß hieran weisen wir nach, daß die Berührende unter 
den Voraussetzungen des Peanoschen Satzes eine Einhüllende ist, wo- 
bei wir statt Xq, y^, Xq einfacher x, y, r schreiben. Da, wie gezeigt, 

^ längs der Berührenden im allgemeinen von Null verschieden ist, 
haben wir die Entwicklungen: 

/J'x^Oj^Jx + o^^T^. . ., ^'y =-&i^r + b^^dz^-] , 

wo: 

Setzt man den Koeffizienten von z/r* in der ersten der für J^x 
und z/'y geltenden Gleichungen, d. h. in: 

f(x + a^/ix . . ,y y + 6iz/T,.., r + z/r) = 0, 
gleich Null, so folgt: 
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aber: 
so daß: 



ay , ay ^ ay 



Hierdarch erhält man: 

fix + Jx,y + J'y, r) - \%dx^-\- • • ., 

d. li. die Funktion f{Xj y, r) ändert ihr Zeichen nicht, wenn man die 
Koordinaten solcher Punkte der Berührenden^ die in hinreichender 
Nähe des Berührungspunkts liegen, in sie einsetzt. D. h. geometrisch: 
die Kurve r = const. wird im Berührungspunkt von der Berührenden 
nicht geschnitten. 

Für unseren Beweis ist es wesentlich, daß bei x^ Xq, y ^Vq^ 
T = Tq nicht sämtliche Ableitungen von f nach r verschwinden; sonst 
werden ^d^x und /fy gleich Null, und von einer Berührenden kann 
keine Bede sein. Ein Beispiel für diesen Fall liefert die oben be- 
trachtete Kreisschar mit der Gleichung: 

Hier erhält .d für x^g^{x), y "^ g^{j^) den Wert 4^ der von 
Null verschieden ist, wenn die Ereisschar nicht aus den Krümmungs- 
kreisen einer Kurve besteht. Trotzdem kommt keine Berührende zu- 
tage, wenn die Kreise der Schar durch zwei feste Punkte gehen. 
Hier kann man, wie wir sahen: 

f=cc^+y^^ 2{x + Ci)r - c* 

setzen. Bei: x^ — c^ verschwindet g-^; und alle übrigen Ableitungen 
von f nach t sind von selbst Null. 

§ 17. Die Berührende nnd die Einhüllende einer dnrch zwei 
Gleichnngen gegebenen Enrvenschar. 

Wir untersuchen nun den Fall, in welchem eine einfach unend- 
liche Kurvenschar r » const. festgelegt ist durch zwei Gleichungen 
von der Form: 

x^U{tyx), y = f^{t,r), 

und betrachten ausschließlich gewöhnliche Punkte der Kurven r» const., 
für die also -Ij und -J^ nicht gleichzeitig verschwinden. Wir wollen 
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zunächst aimebmeii| daß die Schar ^»-coiist. aus den senkrechten 
Darchdringangskurren der Schar t — consi bestehe. Dies bedingt, 



^t ^T ^ dt d 



X 



sei, übJIs der zn {t^ r) gehörende Punkt ein gewohnlicher Punkt der 
Kurve t — const. ist. Ist er aber ein außergewöhnlicher Punkt diesei 

EurvC; und sind ——> — -• die ersten för ihn nicht zugleich ver- 

ct dt 

schwindenden Ableitungen von f^ und f^ nach T; so muß die Beziehung: 

dt ÖT* at ar" 

bestehen. Die Annahme der Rechtwinkligkeit beider Scharen ist far 
den praktischen Gebrauch der zu entwickelnden Regeln ohne Einfloß, 
aber sie yereinfacht die zu fahrenden Beweise. 

1. Ort der Orenzlagen der Schnittpunkte benachbarter 
Kurven. (Grenzkurve.) Wir suchen zunächst eine Bedingong Sir 
die Grenzlage der Schnittpunkte einer Einzelkurve r » const. mit 
ihren benachbarten Kurven. 

Ist der Punkt a? = /i(^,T), y^f^iijt) ein Schnittpunkt der zu den 
Werten r und x '\- Jz gehörenden Kurven, so möge er auf der 
letzteren dem Parameterwert t + ^t entsprechen. Dann ist: 

Die Werte von ^t und ^r bestimmen sich hiemach aus den 
Gleichungen: 

Angenommen -J^ wäre nicht Null, vmd die erste nicht verschwindende 
Ableitung von ^ nach t wäre die n^ Dann folgt: 

und die zweite der Bestimmungsgleichungen für ^t und ^r liefert 
nach Fortheben des Faktors ^t: 



,df. dv" dt 



Wenn diese Gleichung durch ^r =» befriedigt werden kann, ist 
der Punkt {t, t) auf der Kurve r == const. die Grenzlage der Schnitt- 
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pxmkte dieser Kurve mit ihren Nachbarkurven. In diesem Falle kann n 
zunächst nicht gleich eins sein. Wir hätten dann nämlich: 



dt dt dt dx ^' 



und da; wie vorausgesetzt 
so würde folgen: 



df^df, df^df, ^ 
dt dt "^ dt dt ^^ 



m'HW-"' 



was mit der Annahme n = 1 unverträglich ist. 

Wenn aber w > 1 , so kann die fragliche Gleichung nur dann 

durch ^r = befriedigt werden, wenn -J^ = 0. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, daß für -jf^O die ersten Ab- 
leitungen von /i und f^ nach t verschwinden müssen. 

Damit also die Schnittpunkte der Einzelkurven unserer Schar 
mit ihren benachbarten Kurven Gh-enzlagen besitzen, die ihrerseits,, 
wie wir sagen können, eine „Grrenzkurve^^ festlegen, müssen die 
Gleichungen: 



ar"""' d 



t 



durch ein und dieselbe Beziehung zwischen t und r erfüllt werden. 
2. Bedingung für die Einhüllende. Fragen wir jetzt nach 
der Bedingung für das Vorhandensein einer Einhüllenden. 

so sind die Gleichungen der zum Punkt (t, r) der Kurve r = const. 
gehörenden Normale die folgenden: 

df, df[ 

jy T. dt j* , T. dt 

Für den Schnittpunkt dieser Normalen mit der Kurre x+dt=' const. 
erhalten wir: 

fi-h^-fi(t + ^t. r + ^r), 
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oder: 

Dies liefert nach Elimination von h zor Bestimmiing Ton ^ft die 
Gleichung: 

Ist n der kleinste Wert Ton n, für den der Ausdrack: 

F ^^IL + ^ÜiMx 
" " dt' dt dt' dt 

von Null yerschieden ausfallt, so folgt: 
Für h ergibt sich die Gleichung: 

'^y^ \dtJ7 dt dt)^^^ i\dt* dt dt* dt)^* + > 

und nach Ersatz von Jt durch den gefundenen Ausdruck wird: 

"y^ \dt dt dt dt)^^ + Zjni\dt dt« dt dt") ^ ' 

WO die [i ersten Glieder der Entwicklung hingeschrieben sind. 
Wir setzen zur Abkürzung: 

Zunächst kann man aus dieser Entwicklung die oben gefundenen 
Bedingungen für das Vorhandensein einer Grenzkurve herleiten. Soll 
nämlich der betrachtete Punkt ein Schnittpunkt der Kurven r = const. 
und r + -^t = const. sein, so muß h verschwinden, d. h. Jr ist eine 
Wurzel der Gleichung: 

«1 + a^^t + -v =3 0. 

Der betrachtete Punkt bezeichnet eine Grenzlage der Schnittpunkte der 
Kurve t = const. mit ihren Nachbarkurven, wenn die letzte Gleichung 
die Wurzel ^r = besitzt, d. h. wenn a^ = 0. Dann folgt aber, 
wie früher: o. o/. 
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Damit der betraclitete Punkt einer Einhüllenden der Eurvenschar 
angehört, darf die durch ihn hindurchgehende Normale nur auf einer 
Seite der Kurve von den benachbarten Kurven geschnitten werden, 
d. h. die Entwicklung von h muß mit einer geraden Potenz von Jr 

beginnen; also müssen jedenfalls die Ableitungen -ß- und -J^ ver- 
schwinden. 

Sind wieder — ^ und — ^ die ersten nicht gleichzeitig ver- 

schwindenden partiellen Ableitungen von f^ und f^ nach r, so besitzen 
die Ausdrücke F^^ F^.^.Fy den Wert Null, so daß yi, größer wie v 
ausfallt. 

Aber a^ ist von Null verschieden, da aus JP^ = und a^ =» 

entgegen unserer Voraussetzung sowohl -^ = wie -^ = folgen 

würde; somit beginnt die Entwicklung von Ä mit der v^^ Potenz 
von ^r, und wir haben es mit einer Einhüllenden zu tun, 
wenn v gerade ist. 

3. Wie kann man hier zeigen, daß die Grenzkurve die 
Einzelkurven der Schar berührt? 

Wir haben zunächst eine Hilfsbetrachtung nötig. 

Der Punkt (a;, y) liege auf der Grenzkurve und sei ein gewöhn- 
licher Punkt einer Kurve t = const. Wir legen durch diesen Punkt 
eine willkürlich gewählte Kurve mit der Gleichung f{xj y) = und 
nehmen an, daß der Punkt für diese Kurve ebenfalls ein gewöhn- 

lieber sei, so daß -J- und J^ für ihn nicht zugleich verschwLuden. 

Liegt der Punkt {x -f Ax^ y + zfy) ebenfalls auf der gewählten 
Kurve, so haben wir: 

dx\dt ^vXdt" ) dy\dt ^ ^vXdx" ) 

Diese Gleichung stellt die Beziehung zwischen At und Az beim Port- 
schreiten auf der gewählten Kurve dar. 

Hier sind folgende Fälle zu unterscheiden. 

a) Es verschwindet weder |i:^ + |£|J noch |^^ + |^^. 
^ dx di ' dy dt ^x dz" dy dt" 

Dann wird die Kurve t = const. von der durch f{Xf J/) = dargestellten 

Kurve — Schnittkurve — weder berührt noch senkrecht geschnitten, 

und man erhält: 

At = ayAt''+ . . ., (av^ 0). 

b) ^^+lf^fL ist von NuU verschieden, aber l^^^ + l^^^ 
^ dx dt "^ dy dt ' ^x dt" dy dt" 

ist gleich Null, und ebenso jedes — — — -f — — ^ von n = v bis zu 

dx dt** dy dt^ 
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n » 1/ + a — 1* Dann wird die Enr^e t — const. von der SchnittkiirTe 
berührt; nnd man hat: 

c) rf--ir + T^ -4t ist von Null verschieden, aber jedes 
^ ex dt ' €y di ' •* 

dx at" dy ar- 

ist gleich NulL Dann fallt die Schnittkurve mit der Kurve t <» const 
zusammen^ und man hat /it » 0. 

d) 1^ ?A + |Z ^ ist gleich NuU, so daß die Kurve t = const. von 
der Schnittkurve berührt wird. Hier kann entweder jedes Glied 

— — — + — — — verschwinden — wo dann die Schnittkurve mit der 
dx df" dy ar 

Kurve r =» const. zusammenfällt (z/r « 0) — oder man erhalt, da jetzt 

^?!4 + ^^ von NuU verschieden ist: 

dx dt^ dy dt*' 

Jt^^aJU + .. ., (a^O), 

wo g ^ V, und bei g = v die Zahl p>l ist. (Vgl C. Jordan. Cours 
d'Analyse. Bd. I, 2. Aufl. Paris 1893. S. 343.) 

Wir hatten angenommen, daß längs der Grenzkurve t und x durch 
eine Beziehung verbunden seien, vermöge derer die {y — 1) ersten 
Ableitungen von /^ und f^ nach r verschwinden, die i;**^ aber im 
allgemeinen nicht. Die Erzeugung der Grenzkurve bringt es mit 
sich, daß sich längs ihrer t und r ändern, da ihre Punkte ja einer 
stetigen Reihe von Einzelkurven angehören. Es schließt dies nicht 
aus, daß die Grenzkurve zugleich eine bestimmte Einzelkurve der 
Schar sei. Dann ist sie eben sowohl durch eine Gleichung r =^ r^ 
wie durch eine Gleichung fl'(^;'^) = 0, in der t und r vorkommen, 
darstellbar. 

Nehmen wir nun an das Wertepaar ty x liefere einen Punkt der 

d^f 
Grenzkurve, für den — - von Null verschieden sei, während die 

dt" 

Kurve r = const. nicht mit der Grenzkurve zusammenfällt. Die für 
die Umgebung des betrachteten Punktes auf der Grenzkurve geltende 
Beziehung zwischen M und Jx wird gegeben durch die Gleichung: 



^= 



d 



X 



0, 



wenn in ihr t und r durch t + Jt^ x + Ax ersetzt werden. 
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Dies ergibt: 

Da es nach der obigen Annahme über das Wertepaar t,T aus- 
geschlossen ist^ daß diese Gleichung durch Jt = befriedigt werden 
könne ; erhalten wir: 

m 

Jr=^l)Jt^-\ , 

"WO w ^ 1/ — 1. 

Diese Entwicklung bedingt aber, nach dem oben unter d) Gezeigten, 
daß die Grenzkurve die Einzelkurven der Schar r == const. berührt. 

Man kann sich umgekehrt leicht überzeugen, daß die gefundene 
Gleichung zwischen ^t und ^t eine die Kurven t = const. berührende 
Kurve festlegt. 

Setzen wir in: 

dt. 2 dt* v\ dz'' ' 

^ dt 2 dt* v\ dz'' 

m 

statt -Jr die Potenzreihe ftz/]^" + • • ., so wird Jx^ von höherer als 
der ersten Ordnung in M, dsL n^v — 1, daher: 

Lim — = (sgn ^t) — ? 

..oy..H..' V(t)' + (t)' 

Lim , ^ = = (sgnJt) 



Für die Entwicklung: 
ergibt sich: 

Lim -^ (sgnJt) 



\ \dt v\ arv '^\dt v\ dt^'J 



Jy f V - dt v\ dz" 



Lim - — ^ = (sflfW ^^) 



K ^a« ^! arv Va* ^ri arv 



92 Enter Teil. Ebene Eturen. 

Für die Entwicklung: 

folgt: 

Lim r =» (sgn Jx^) 



/(f^)'^©)" 



Lim ■ f^ , — (s^rn ^r*) — 



vmy^m)' 



Bemerkung. Der von 0. Biermann in der Festschrift der 
technischen Hochschule zu Brunn 1899, S. 5 geführte Beweis des 
Satzes, daß die Grenzkurve eine Berührende darstellt, ist nicht ein- 
wandfrei. Ganz unverständlich ist mir die Ansicht von E. Czuber 
(Archiv der Math. u. Phys. (3) Bd. 2. S. 113. 1902, vgl. H. Wieleitner 
„Theorie der ebenen algebraischen Kurven höherer Ordnung'* S. 49. 
1905), nach der die Berührende der Schar t =» const., der Ort der 
Punkte sein soll, in denen eine Kurve r = const. von einer Kurve 
t = const. berührt wird. 

4. Allgemeines Verfahren zur Ermittelung der Be- 
rührenden und Einhüllenden. Die entwickelte Regel zur Auf- 
findung einer Berührenden und zur Entscheidung darüber, ob sie eine 
Einhüllende ist oder nicht, kann man, ohne eine Integration ausführen 
zu müssen, auch dann anwenden, wenn die außer der Schar r = const. 
noch auftretende Kurvenschar nicht aus den senkrechten Durch- 
dringungskurven der Schar r = const. besteht. Es sei gegeben: 

X = Äi('9', r), y «= h^(d; r), 

und die Scharen t = const., &• « const. seien nicht rechtwinklig, so- 
daß die Zahl: 

im allgemeinen von Null verschieden ist. 

Ersetzen wir %' durch eine Funktion von t und r, so wird dadurch 
die Schar r = const. nicht geändert. Wir denken uns %' derart als 
Funktion von t und t {^ =* g(fy t^y daß die Kurven ^ = const., 
t = const. rechtwinklig ausfallen. Wenn hierdurch \{%'y r) in /i(^, r), 
\(ß'y't) in f^ityt) Übergeht, so wird: 

df\^d\d_g dU_d\dg_ 

dt dd'dV dt "" a-a- dt' 

dj^ d\di d\ df^^dh^dg^ dh, 

dr^ dd'dt'^ dr' dt dd'dr'^dr' 



wenn: 
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Als Bedingung der Bechtwinkligkeit der Kurven t » consi, 
r = const. kommt: 

Wir können also den Wert der Ableitung ^, da er gleich •— ^ 

ist, an jeder Stelle (d; t) berechnen, ohne die Funktion g{ty r) durch 
Integration oder sonstwie ermittelt zu haben. Damit sind wir im- 
stande auch die Ableitungen von f^ und f^ nach t zu berechnen und 
die oben entwickelte Regel anzuwenden. 

Man erhält z. B., wenn a die Zahl eins oder zwei bedeutet: 



dt dd' E^ de 

^'fa ^'K{F\^ ^d'KF dhjF^E ''e 1 . ^'^ 



^^(l\'^ g^'^g^, ^k(f'^E ^E 



a 



Das Verschwinden der Ableitungen -J^ und -J^ besagt hier so- 
viel, wie die Beziehung: 

d\ d\ d\ d\ ^ 

Setzt man nämlich: 

so ist: 

dr " Ed»-^' dt '^ E dd' ^' 
Wird für eine beliebige Funktion f{^, x) die zusammengesetzte 
Ableitung: 

__ a/;F a/ 

d^E'^ dx 

mit -r- bezeichnet, so stimmt die oben benutzte Zahl v mit dem 

dt ' 

kleinsten Wert von n überein, für den bei D = der Ausdruck: 

von Null verschieden ist. 

Als Beispiel wollen wir eine Kreisschar betrachten, 
welche die Besonderheit darbietet, daß ein Teil der Ein- 
hüllenden mit einer Einzelkurve der Schar zusammenfällt. 

Wir beschreiben um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt 
einen Kreis {Kqj vom Halbmesser Eins, femer um den Punkt mit den 
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Koordinaten ^ ** -t; J^ ==■ einen Kreis (JE^) mit dem Halbmesser ein 

Viertel. Eine dnrch den Koordinatenanfangspunkt gezogene und 
unter dem Winkel t gegen die positive a?- Achse geneigte Gerade 
schneide den Kreis K^ im Punkte J., den Kreis Kq im Punkte JB. 
Um Ä werde mit ^J? als Halbmesser der Kreis Kt beschrieben. 
Durchläuft t alle Werte von bis 2x, so berühren die den Bedingungen: 

entsprechenden Kreise Kt den Kreis Kq von innen; die der Bedingung: 

entsprechenden Kreise Kt berühren den Ej'eis Kq von außen , die 
Kreise Kn und K$jt fallen mit Kq zusammen. 

Die Gleichungen des Kreises Kt sind: 

1 9 , /i COBt\ ^ 

00 ^ j cos* t + 11 g- 1 cos d^f 

1 . , /^ C08T\ . j, 

y = - COS r sm r + ( 1 g- 1 sm -ö". 

Man erhält: 

2.= i(l-£^)co8(2r-*), E^{l-^)\ 

(sin (2r — O-) — sin r b 



g/; COS'» 

-g^ ^\sm (2r - ^) - sm zj, 



a Yi 1 a cos -e- / . ,o ^v . \ 

-^ /^^^'(^^-^,^ + 2cos(2r-^)-.cosT\, 

Die Bedingung für die Berührende, nämlich: 
sin (2r — -d*) — sin r = 
ergibt für &• die beiden Bestimmungen: 

'S* =» T, «ö* == DT — Ä. 
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Die erste derselben^ die wir ausschließlich betrachten wollen^ liefert 
den Kreis Kq, also eine Einzelknrve der Schar. Für d' =^t folgt: 

d*fi cos* r d^f^ sin r cos r 

, cosr . 2 , 

Ziehen wir also durch den Berührungspunkt der Kreise Kq und Kt 
eine Normale zum Kreise Kt, so wird sie von den dem Kreise Kt 
benachbarten Kreisen im positiven^ im Inneren des Ejreises K^ liegenden, 
oder im negativen TeU geschnitten, je nachdem der Kreis Kt den 
Kreis Kq von innen oder von außen berührt. 

5. Der Satz, daß die senkrechten Durchdringungskurven 
einer Kuryenschar in den Punkten der Einhüllenden dieser 
Schar Spitzen besitzen, darf nicht umgekehrt werden. Es 
ist sehr wohl möglich ^ daß der Ort der Spitzen der Orthogonalschar 
die Einzelkurven der gegebenen Schar nirgends berührt, nämlich dann, 
-wenn, für die fraglichen Punkte (<, «) die Ausdrücke f^(t -\- Jt,t + Ax\ 
f^{t + Jt, T -\' Jr) nicht nach ganzen Potenzen von Jt und dt ent- 
^ckelbar sind, wenn also die wesentlichste Voraussetzung unserer 
Beweisführung nicht mehr erfüllt ist. 

Betrachten wir z. B. in den Gleichungen: 

die Zahl «d* als eine solche Funktion von t und r, daß die Kurven 
T = const. die Kurven t = const. rechtwinklig schneiden. Hier wird: 







dt 


1 + 2»^, 


dt- 


■ 1 + 39* 


dt' 






Y;- 


■^<- 7: 


-3*' 


't- 






Die 


Bedingong F 


= ergibt: 








d.ll. 




2 + 3# + (4ö' + 9«*) 


^-0. 





^«- ^^ + ¥ - ^log(2 + 3^)- (7 - <, 



wo C den Integrationsparameter bedeutet 

Nun ist 
voraussetzen 

ncr (9. -l. Aä^ = In« 9 O. ?^ — 1:?^ J. - 

24 



Nun ist, wenn wir den absoluten Betrag von -r- kleiner als Eins 
log(2 + 3^) = log2 + ^-^* + ^-+..., 



Iß 

somit bei C + -^ log 2 — r: 



*«-^... = T-< 
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oder: ^ ^ ^ , 

daher: 

flj^r — (r — ^)*4- •••; 

Die Gerade mit der Gleichung ^ » y ist hier, wie ans den ge- 
gebenen Gleichungen nnmittelbar hervorgeht, der Ort der Spitzen 
der Earven t »- const.; aber die Tangenten der Kurven r » const. in 
den Punkten dieser Geraden sind senkrecht zur ä;-Achse. Eine Ent- 
wicklung von Jx und Jy nach ganzen Potenzen von Jt und Jr 
ist f&r die Umgebungen der Punkte unserer Geraden nicht möglich. 

§ 18. Die Striktionslinie einer einfach unendlichen Knrrenscliar. 

Wir betrachten in einer Eurvenschar r « const. zwei zu will- 
kürlich gewählten Werten r und t + Jz gehörende Kurven und legen 
durch die Punkte der ersten Kurve ihre Normalen. Schließen wir die 
Schnittpunkte beider Kurven aus, so wird auf jeder Normalen von 
den beiden Kurven eine Strecke ausgeschnitten, und diese Strecken 
können möglicherweise Maximal- und Minimalwerte annehmen. Die 
Punkte der *zu r gehörenden Kurve, die von den die Mafcimal- und 
Minimalstrecken enthaltenden Normalen getroffen werden, nahem sich 
dann im allgemeinen mit verschwindendem Jt bestimmten Grenz* 
lagen, und die Gesamtheit dieser Gh*enzlagen auf allen Einzelkurven 
der Schar wird sich auf einer neuen Kurve befinden, die wir die 
Striktionslinie der Schar nennen wollen. Rühren die Grenzlagen 
von solchen Punkten her, zu denen Maximalwerte der oben be- 
trachteten Strecke gehören, so nennen wir ihren Ort die Stauungs- 
linie der Schar, im entgegengesetzten Fall die Einschnürungs- 
linie der Schar. Die Striktionslinie kann also sowohl aus der 
Stauungslinie und der Einschnürungslinie, wie nur aus einer dieser 
Linien bestehen; auch ist es nicht ausgeschlossen, daß eine Ein- 
schnürungslinie zugleich eine Berührende der Schar ist. 

Wir wollen jetzt die Bedingungen für das Auftreten einer 
Striktionslinie aufstellen. 

1. Die Kurvenschar sei gegeben durch eine Gleichung 
von der Form: 

Wir sahen S. 75, wenn: 

dl dl 

j. , 7 dx , 7 dy 
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die Gleiclnmgeii der Normalen sind, daß derjenige Wert von Ä, der 
dem Schnittpunkte der Normalen mit der Kurve r + ^r entspricht, 
durch die Gleichung bestimmt wird: 

h = \Jx + &j Jt*+ • • •, wo &j = — • 

Hier ist zunächst als von Null verschieden anzunehmen. Der 

w 

absolute Wert von Jr soll so klein genommen werden, daß das Vor- 
zeichen von h mit dem des ersten Gliedes der Reihe übereinstimmt. 
Dann kann unbeschadet der Allgemeinheit ^r als positiv vorausgesetzt 
werden. Die notwendige Bedingung für das Auftreten eines Maximums 
oder Minimums von h ist, wenn wir h längs der Kurve r =» const. 
als Funktion von x betrachten: 

Wenn aus dieser Gleichung und der gegebenen f{Xy y, r) = die Zahlen 
X und y als reelle Funktionen von x und Jr berechnet werden können, 
so setze man diese Funktionen an Stelle von x und y in die weiteren 
Ableitungen 

ein. Der erste so erhaltene Ausdruck, der nicht identisch ver- 
schwindet, ergebe sich für w = v. Wir haben es alsdann mit einem 
Maximum oder Minimum von 1% zu tun, wenn v eine gerade Zahl ist. 
Geht man mit Ax zur Grenze Null über, so ergibt sich als not- 
wendige und hinreichende Bedingung für das Vorhandensein einer 
Striktionslinie: 

1. daß die Gleichungen /•= und ^ = (oder: ^ f/'- 1^ |^=. o) 

® ' dx \ oxoy oy ox / 

eine reelle Lösung: x=^\{x)y y=^\ij) besitzen, 

2. daß der erste nicht verschwindende Ausdruck ^ 



\ dx"" /«=* 



zu einem geraden n gehöre. Wir wollen ihn kurz mit 6 bezeichnen, 






während \ / mit JB bezeichnet werde. 

Eine Stauungslinie tritt auf, wenn bei positivem B die Zahl h 
negativ, oder wenn bei negativem B die Zahl h positiv ausfällt, aber 
eine Einschnürungslinie, wenn B gleich Null ist, oder wenn 5> 0, 
& > 0, oder wenn JB < 0, 6 < 0. 

Y. Lilie nthal, DifTerentialgeometrie. I. 7 
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Es ist aber nicht notwendig, daB man anf die gezeigte Weise 
die ganze Striktionslinie erhält Wir haben nämlich bei Anwendung 

der vollständigen Differentiationen nach x Yoranszusetzen, daß ^ 
nicht unendlich oder, was dasselbe ist, daB ^ nicht Null wird. Nun 

kann gerade der Ort der Punkte, für die -J^ verschwindet, einen Teil 

der Striktionslinie bilden. Um diese Möglichkeit mit zu berücksichtigen, 
hat man b^ nicht nur als Funktion von x, sondern auch als Funktion 
von y au&ufassen und zu untersuchen, ob die Gleichung: 

einen Teil der Striktionslinie liefert. 

Die Oesamtlösung der Gleichungen /*»0 und: 

dx dy dy dx ^ 
oder: 



l&O'+01(!^^--'-^' 



\dxdzdy dydtdxi 



dl \dldf 

dt I dx dy 



\dx^ dyV \\dx/ \dy) Jdxdy | 



muB die ganze Striktionslinie umfassen. Aber diese Lösung kann in 
Teile zerfallen und für jeden derselben hat man, wenn für ihn 

-J- und -J- von Null verschieden sind, durch vollständige Differen- 

tiationen von b^ nach x oder y, wenn -J- verschwindet, durch voll- 

ständige Differentiationen nach x, wenn -J- verschwindet, durch voll- 
ständige Differentiationen nach y zu entscheiden, ob die entsprechende 
Kurve der Striktionslinie angehört oder nicht. 

2. Beispiele, a) Für die einfach unendliche Kreisschar mit 
*äer Gleichung: 

dx 9(2/ -9j) 

dx*^ 9 \y - 9t (y - 9'«)"/ (y - 9^«)* 



ergibt sich: 
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Die Gleichung: -j-^ = lösen wir durch die Beziehungen: 

Diese Ausdrücke, in die Gleichung der gegebenen Schar ein- 
gesetzt; liefern: 

somit: Jfc = «y, wenn s gleich + 1, oder gleich — 1. 
Hierdurch erhalten wir: 

Es tritt auf bei 
q>'>l eine Stauungslinie für: 6 =» + 1, eine Einschnürungslinie für: « = — 1, 

y "== 1 ;> fy M ^ =* + 1^ ;? )} w * =* — 1> 

0<g?'<l „ „ „ fi«±l, 

l<g>'<0 „ „ „ 6-±l, 

^ = 1 w >> ?> ^ *^ -1; ;> ?> ;? * ""^ "T -1; 

9? <! 1 ;; ;; ;; * '^ ■■•; W j; >; * =™ + 1 • 

In den Fällen, in denen keine Berührende vorhanden ist (y'*> 1), 
tritt sowohl eine Stauungs- wie eine Einschnürungslinie auf; in den 
Fällen, in denen eine Einhüllende Torhanden ist (9'*< 1), tritt nur 
eine Stauungslinie auf; endlich ßLllt, wenn eine Berührende, aber keine 
[Einhüllende yorhanden ist, die Berührende mit der Einschnürungs- 
linie zusammen, und außerdem tritt eine Stauungslinie auf. Die 
Gleichungen: x — q>i^ ^9>i) y — Vi^^V% zeigen, daß jeder Kreis 
der Schar in denjenigen beiden Punkten Yon der Striktionslinie ge- 
schnitten wird, die er mit der in seinem Mittelpunkt berührenden 
Tangente der Mittelpunktskurve gemein hat. 

Es dürfte nicht überflüssig sein, das für die Striktionslinie der 
Erümmungskreise einer Kurve gefundene Ergebnis für sich her- 
zuleiten. 

Wir bezeichnen zu diesem Zweck die Koordinaten einer gegebenen 
Kurve mit Xq, y^ und betrachten sie als Funktionen ihrer Bogenlänge s, 
so daß hier s an die Stelle von r tritt. Die Koordinaten des zu % y^ 
gehörenden Krümmungsmittelpunkts sind: 

^ = ^0-9^' Pi-yo+Q-äf- 
Die Gleichung der Schar der Ejrümmungskreise ist: 

Da: 

ds ds ds ds ds ds 
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BO wird: 

Da: 

(i)"+0-<"'. 

so ist w = 2dp zu setzen, wo d gleich + 1 oder — 1, je nachdem 
Q positiv oder negativ ausfallt. Hiemach ergibt sich: 

».— r3i((--.)^-6'-».)^-.), 

dx Q dsXds "^ ds y — y^)' 

dx^ 

d*6| ^ d dg dx^ / 1 (g — ai)* \ ^ ^ <fe ds 

dx* '^ Q~d8 da \y-yi'^ (y-yi)*) "^ ^^«(y-^i)" 

Die Gleichungen f^O und ^=0 ergeben: 

rr~a:i=-6p^» y-Vi^-BQ-^? («-±1), 
daraus folgt: 



'-m 



Für fi = — 1 erhalten wir die Einschnürungslinie mit den 
Gleichungen 

^ = ^o> y^ y^f 

d. h. die Ausgangskurve; für s = + 1 erhalten wir die Kurve mit den 
Gleichungen: 

und diese Kurve ist, da für B>0 die Zahl 6<0, für B<0 die 
Zahl & > 0, eine Stauungslinie. 

Hätten wir in diesem Beispiel b^ nicht als Punktion von x, 
sondern als Funktion von y aufgefaßt, so wäre dasselbe Ergebnis zu- 
tage gekommen. 

b) Wir betrachten die Schar konfokaler Kegelschnitte mit der 
Gleichung: 

Hier sei m* > w*, und zur Abkürzung werde gesetzt: 

a = m* — r, /} = w* — r. 
Man erhält: 
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Da sowolil Y' ^^ 'Y' "^©rscliwiiideii kann, ist \ sowohl als Funktion 

von X allein, wie als Punktion von y allein aufzufassen. Sehen wir 
h^ als eine Funktion von x allein an, so entsteht: 



^— iVr(i4)+i 



Der Ausdruck ~ verschwindet nur für ic = 0. Dies liefert nur 
ax 

fär die konfokalen Ellipsen (/S > 0) eine reelle Kurve, nämlich die 

y- Achse. Für a; =- wird -^ größer als Null, somit jB < 0, & > 0, 

d. h. die y -Achse ist für die konfokalen Ellipsen eine Stauungslinie. 
Sehen wir \ als eine Funktion von y allein an, so kommt: 



^— iyr(?-i)+i- 



Der Ausdruck -^ verschwindet hier nur für y = 0, und das 
liefert für die Oesamtschar der konfokalen Kegelschnitte eine reelle 
Kurve, nämlich die rc- Achse. Für y = wird -^-y kleiner als NuU, 

somit jB<0, 6<0, d.h. die a?- Achse ist eine Einschnürungslinie, 
c) Um auch ein Beispiel für den Fall zu geben, daß eine zwei- 
malige Differentiation von \ nicht ausreicht, betrachten wir die 
Kurvenschar mit der Gleichung: 

a; — r + y' = 0. 
Hier wird: 

und da J- nie verschwindet, genügt es, \ als Funktion von y allein 

zu betrachten. Die Ableitung ^ verschwindet nur füry gleich Null. 

In der Umgebung von y =» können wir aber 6^ nach positiven 
Potenzen von y entwickeln und erhalten: 

Daraus folgt: 

©),-.-»' ©),.-»' ©),-.- !<». 

somit: JB> 0, & < 0. Die a;- Achse ist eine Stauungslinie. 

3 Die Kurvenschar r = const. sei gegeben durch zwei 
Gleichungen von der Form: 
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Wir Bähen S. 88, daß hier: 

, dt dz dt dr . . r > I 

yJS 

Znm Vorhandensein einer Striktionslinie ist notwendig, daß 

Ol. 

-j^ verschwindet. Hierdnrch werde t als reelle Funktion von r be- 
stimmt, t =» g(t). Setzt man g(t) an Stelle von t in die weiteren 
Ableitungen -^> -^ ••• ein, so liegt eine Striktionslinie vor, 

wenn die erste nicht verschwindende dieser Ableitungen von gerader 
Ordnung ist. Bezeichnet man wieder ihren Wert mit h und setzt 
Q>i}t=.g(:e) = By so geht die Entscheidung darüber, ob eine Stauungs- 
linie oder eine Einschnürungslinie vorliegt, in derselben Weise vor 
sich wie unter 1. 

Um ein Beispiel zu behandeln, wollen wir eine einfach unend- 
liche Ereisschar durch die Gleichungen festlegen: 

X « 91 (t) + y(r) cos tf y--^ (Pi(t) + (p{t) sin t, [(p(r) > 0). 

Hier wird: 

&i = — (9i' cos t + 9,' sin t + y'), 

"äf = 9^1 sin < — (jPj^ COS t, -^ =- 9i' cos ^ 4" ^% Bin t 
Die Gleichung -öt^ = liefert, wenn b gleich 1 oder gleich — 1 ist: 

cos t = atp^y sin t = «g?,', 
und damit: 

Das Ergebnis ist dasselbe wie bei der früheren Behandlung dieses 
Beispiels in 1. 

4. Man kann die Striktionslinie einer einfach unend- 
lichen Kurvenschar auch dann bestimmen, wenn letztere 
durch eine Differentialgleichung: 

9i(pc,y)dx + g^ (x,y)dy = 

gegeben ist. Bezeichnet nämlich X{x,y) einen integrierenden Faktor 
der gegebenen Differentialgleichung, so können wir: 

setzen, und die endliche Gleichang der Enryenschar gewinnt die Form: 
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Die in 1^ S. 98 gefandene Oleiclinng^ der die Koordinaten der Striktions- 
linie genügen müssen, nimmt für ein konstantes J- die Gestalt an: 



dl 

dx 



oder: 



dy\dx* dyV \\dx) "~ \dy) ^äSF^"" ^' 



dx\dydx* Wxdxdyl dy\dxdy^ dydxdy)^' 
Im betrachteten Falle wird: 

dfdv df ay ^.^[Jg, dg,\ 

dxdy*" dydxdy^^ V^dy ^«"^r 
somit gewinnt unsere Bedingungsgleichung die Gestalt: 

Angenommen, dieser Gleichung würde durch y = JP(a;) genügt, während 
g^{x,F{x)'^ nicht verschwände. Wir haben hier: 

1 



h- 



wo X selbst unbekannt ist. Für die totale Ableitung einer beliebigen 
Funktion g)(x,y) längs einer Einzelkurve der durch gidx + g^dy^^O 
festgelegten Schar besteht die Gleichung: 

d(p __ dtp 

dx ^ g^ ' 

Ebenso folgt aus der Bedingung, der X als integrierender Faktor 
genügen muß, uämlich: 

aiogx aiogx ^il^-n 

^8 dx ^^ dy ^ dy'^ dx^ ^' 

daß: 

d\ogX ^ J_ /dg^ _ a^\ 



Setzen wir zur Abkürzung: Yg^^ + g^ = ^, so ist hiernach 

dx^ 
ein in x und y berechenbarer Ausdruck. Nun folgt aber: 

dh^ dx dn^ ^ dx^ "[ dx ) 

dx Xft ' dx^ "* Xft 
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Allgemein ist: 

^ y(g.y) dtp diogXn 

Iji dx ^ dx 



dx Xu ' 

es hat also jede totale Ableitung von b^ nach x die Form eines 
Quotienten, dessen Zähler ein in x und y berechenbarer Ausdruck, 
dessen Nenner X^i ist. Der Wert jeder Ableitung kann also ab- 
gesehen von dem Paktor -j berechnet werden. Da eine gleichzeitige 

Änderung des Vorzeichens Ton JB und b die Unterscheidung der 
Striktionslinie in Stauungslinie und Einschnürungslinie nicht beein- 
trächtigt, so ist es gleichgültig, ob X positiv oder negativ ausfallt, 
die unter 1. gegebene Regel bleibt anwendbar. 

Sollte g^{x,F(x)) verschwinden, gi{x,F(x)^ aber nicht, so führen 
durchaus entsprechende Betrachtungen hinsichtlich der totalen Ab- 
leitungen nach y zum Ziel. 

Als Beispiel wollen wir die homogenen Differentialgleichungen 
behandeln, nämlich: 

dx ' \x/ 
Wir setzen zur Abkürzung: — = w und haben damit: g^ (x, y)— —f(u), 

X 

g^ipDyy) = 1. Weiter folgt: 

\ ==-' ^=T/l-f /"(wV, 

dlogfi mf{u) ( y . f(u)\ 



mr(u) (_y_,m\ 
i+auy\ x^"^ xT 



dx 

dlogX ^ _ f{u) 
dx ^ X ^ 

dlogXfi r(u)(uf(u) + l) 

da: x{l + f{uy) 

Nun ist u die Tangente des Winkels, den die vom Koordinaten- 
anfangspunkt aus nach dem Punkt {x,y) hin gezogene Halbgerade 
mit der positiven ic- Achse bildet, f(u) ist die Tangente des Winkels, 
den die geometrische Tangente der durch den Punkt (x,y) gehenden 
Integralkurve in diesem Punkte mit derselben Achse bildet. Die 
Gleichung uf(u) + 1 = ö besagt somit, daß die bezeichnete Halb- 
gerade* auf dieser Tangente senkrecht ist. Da die Tangenten der 
Integralkurven längs einer durch den Xoordinatenanfangspunkt gehen- 
den Geraden einander parallel sind, so kann die Striktionslinie nur 
aus denjenigen von diesen Geraden bestehen, die die Integralkurven 
senkrecht schneiden. 
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Eine Schwierigkeit in der analytischen Behandlang unserer Auf- 
gabe entsteht^ wenn eine der Koordinatenachsen die Integralknrven 
senkrecht schneidet, da dann entweder u oder f(u) unendlich groß 
wird. In einem solchen Falle dreht man am einfachsten das Koordi- 
natensystem um einen geeigneten Winkel um seinen Anfangspunkt^ 
wodurch die Schwierigkeit beseitigt wird. 

Man erhält: 

Es sei Uq ein endlicher, der Gleichung uf(u) +1=0 genügender 
Wert von u, der als von Null verschieden vorausgesetzt werde. Dann 
ergibt sich: 

Nehmen wir z. B. eine Schar ähnlicher und ähnlich gelegener 
Ellipsen mit der Gleichung: 

m(x^+ y^ - 2nxy - 2t« = 0, 
wo: 

Die entsprechende Differentialgleichung lautet: 



Der Ausdruck uf(u) + 1 hat die Gestalt: 

um — n 

somit ergeben sich für Uq die beiden Werte + 1 und — 1. 

Die Zahl f^u^) wird bei Uq^ + 1 zu -^> bei Uq= — l zu -^- 

cc p 

Endlich entsteht: 
( d*b, \ ß\cc^-ß^) ( d*hA _ tt'Qg'-«') 

Hiemach ist die Gerade mit der Gleichung w = 1 eine Ein- 
schnürungslinie, die Gerade mit der Gleichung w = — 1 eine Stauungs- 
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linie. In dem gebräachlichen Achsensjstem gilt der Satz, daß für 
die dnrch die Beziehung: 



^*+i-:-T«-o, (o«>6») 



bestimmte Schar ahnlicher und ähnlich gelegener Ellipsen die j^-Achse 
eine Einschnürungslinie, die o?- Achse eine Stauungslinie ist. 

§ 19. System yon zwei einfach unendlichen Euryenscharen. 

An die Behandlung Ton Fragen, die sich auf eine einfach un- 
endliche Eurrenschar beziehen, schließen wir Betrachtungen über zwei 
einfach unendliche Kurrenscharen. Bei der Untersuchung einer 
einzelnen Eurye hat sich die Benutzung der Bogenlänge als sehr 
tunlich erwiesen. Wir erörtern daher zunächst den Begriff Bogen- 
länge bei zwei einfach unendlichen Kurrenscharen, sowie die Art und 
Weise, wie die Ableitungen nach Bogenlängen aufzufassen sind. 

1. Bogenlänge. Dieser Begriff findet seine analytische Definition 
am einfachsten, wenn die gegebenen Scharen x » const. t = const. 
durch Gleichungen von der Form: 

festgelegt sind. 

Die Bogenlänge einer Einzelkurve r « const. bezeichnen wir mit 
<9^ und betrachten sie als mit wachsendem t wachsend. Die Null- 
punkte der Bogenlängen fJ^ auf den Kurven r « const. können be- 
liebig gewählt werden; sie bilden eine Kurve, die durch die Gleichung: 

dargestellt sei. Setzen wir: 
SO folgt: 

Hängt E nur von ^ ab, so hat die vorstehende Integralgleichung 
die Form: 

Geben wir hierin der Veränderlichen t zwei bestimmte Werte ^ 
und f und nennen die entsprechenden Bogenlängen auf einer Kurve 
r = const. f^i' und ö", so ergibt sich: 
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Die Differenz <y/ — <y/' bleibt also dieselbe^ wie wir auch den 
Wert von r wählen mögen, d. h. geometriscli: irgend zwei Kurven 
t =z consi schneiden aus den Kurven r » const. Stücke von derselben 
Bogenlänge aus, oder mit anderen Worten: jede Kurve t =- const 
entsteht ans irgendeiner von ihnen, indem man nach derselben Seite 
hin von der letzteren aus gleiche Bogenstücke auf den Kurven t » const. 
abträgt. 

Will man mit Hilfe der Integralgleichung: 



t 



<^1 

an Stelle von t die Bogenlänge 6^ als unabhängige Veränderliche 
einführen, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Ändert sich E mit r, 
so ergebe sich: 

Die Gleichungen: 

stellen dieselbe Schar t » const. wie vorhin dar; aber die Schar 
tfj = const. fällt nicht mehr mit der Schar t « const. zusammen. 

Enthält E die Veränderliche x nicht, so wählen wir innerhalb 
des Wertbereichs von t eine Zahl t^ und können: 

ö^^CyEdt + CyEdt 

setzen. Das erste Integral rechts hängt nur von r ab, sein Wert sei 
(p{r), das zweite Integral hängt nur von t ab. Wir erhalten daher: 

und die Funktionen x und y nehmen die Gestalten an: 



wo: 



^-(1?)*+ (!?)■-> 



ist. Die Kurven r =» const. sind dieselben geblieben, wie vorhin. 
Die Kurven 6^ = const. fallen nicht mit den Kurven t = const. zu- 
sammen, solange (pi(t) mit r veränderlich ist, aber sie teilen, da E^ 
von r unabhängig ist, mit den Kurven t = coust. die Eigenschaft, 
durch Abtragen gleicher Bogenlängen auf den Kurven t = const. aus 
emer Einzelkurve ü^ =» const. entstanden zu sein. Wählt man g), (r) 
als Konstante, so fallen die Kurven <J^ = const. mit den Kurven 
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t = const. zasammen. Auf Grund dieser Überlegm^en können wir 
den Satz aussprechen: Besitzt in den Gleichungen: 

die Veränderliche t die Bedeutung der Maßzahl der Bogen- 
längen der Kurven r « const. (d.h. ist J5= 1), so ist die all- 
gemeinste Kurvenschar, die aus einer Einzelkurve durch 
Abtragen gleicher Bogenlängen auf den Kurven r ^ const. 
entsteht; dargestellt durch die Gleichungen: 

in denen r die Veränderliche, t den Parameter, und (p(r) eine 
willkürlich gewählte Funktion von r bedeutet 

Die Bogenlänge einer Kurve i =■ const. bezeichnen wir mit ü^ 
und betrachten sie als mit wachsendem r wachsend. Die Nullpunkte 
der Bogenlängen 6^ mögen auf der durch die Gleichung t '^ g>2{t) 
dargestellten Kurve gelegen sein. Dann ist: 



wenn: 



<^2 = / y^dr, 



gesetzt wird. 

Hängt G nur von r ab, so entsteht jede Kurve r = const. aus 
einer einzelnen unter ihnen dadurch, daß man von der letzteren aus 
nach derselben Seite hin auf den Kurven t = const, gleiche Bogen- 
längen abträgt. 

Wenn E nur von t und G nur von r abhängt, so ist sowohl: 

dt dtdr "^ dt dtdx " ^' 

als auch: 

drdt^'^ dt dtdt^^* 

somit: 

dtdr ~~ ^' dtdx ~ ^• 
Die Funktionen fi(tjt) und f2{t,r) haben hier die Gestalten: 
A(«,^)-/"u(0 + /i,(r), 

Um diesen Sachverhalt geometrisch zu deuten, denken wir uns neben 
dem festen x, «/-Koordinatensystem ein bewegliches u, t?- Koordinaten- 
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System ; dessen Achsen denen des festen parallel sind. Beschreibt der 
Anfangsponkt des u^ t;- Systems die Kurve mit den Gleichungen: 

so beschreibt die mit dem beweglichen System festverbundene Eurye, 
deren Gleichungen: 

sind, die Schar t » const. 

Beschreibt der Anfangspunkt des u, t;- Systems die Kurve mit den 
Gleichungen: ^ . . ^ . . 

80 beschreibt die mit dem beweglichen Koordinatensystem fest ver- 
bundene Kurve^ deren Gleichungen: 

^ = /ii(0; y-fnif) 
sind, die Schar x = const. 

Sowohl von der Schar t = const. wie von der Schar r — const. 
laßt sich sagen, daß sie durch Schiebung (Translation) einer 
Kurve längs einer festen Kurve entstanden sei. Man nennt daher 
eine derartige Schar eine Schiebungs- oder Translationsschar. 

Ein besonders wichtiger Fall ist hier der, daß die erzeugenden 
Kurven kongruent sind, d. h. daß: 

fS, r) = /iiCO + fnit), m r) - f,,(t) + f,,(t). 

Die Schar r = const. entsteht hier auch auf folgende Weise. Man 
fasse den zu dem Werte r gehörenden Punkt der durch die Gleichungen: 

dargestellten Kurve ins Auge und ziehe die sämtlichen von ihm 
ausgehenden Sehnen der Kurve. Die Mittelpunkte dieser Sehnen 
bilden eine neue Kurve, deren Gleichungen: 

^ = fxi(i) + /iiW, y = fu(t) + ^1 W 

sind. Läßt man r alle erlaubten Werte durchlaufen, so ergibt sich 
die Schar r = const. Die Kurve mit den Gleichungen: 

^-2fn(r), y-2U,{x) 

ist die Einhüllende der Schar r =- const., falls diese Schar nicht aus 
geraden Linien besteht. Benutzt man nämlich die unter 4. S. 92 
hergeleitete Regel, so ist t statt %' zu setzen. Man erhält: 

i>=-Ai(OAiW-Ai(OAiW, 

80 daß D für ^ = r verschwindet. Die zusammengesetzte Ableitung -^ 
erhält für r = ^ den Wert: 

2(Ai(OAi(0-Ai(0/-"n(0)- 
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Derselbe kann für eine stetige Wertfolge von t nur dann yerscliwinden^ 
wenn die Schar r » const. aus Geraden besteht. Es ist also v '^ 2, 
und die Gleichungen: 

^-2/ii(r), y = 2/ii(r) 

stellen die Einhüllende der Schar t » const. dar. 

2. Ableitungen nach den Bogenlängen 6^ und 6^» 
Für eine Einzelkurve r = consi haben wir: 







dx 
de. 


yn dt 


de. 


_ 1 df, 
VE dt 


für 


eine 


Einzelkurve t = 


' const. haben 


wir: 






dx 

s 


_ 1 df 
VGdt 


äy 

d6. 


yGdr 



Bei einer willkürlich gewählten Funktion f(t,t) können wir das 
Verhältnis des partiellen Zuwuchses Jtf^= f(t + JtyX) — f(fjt) zu dem 
entsprechenden Zuwuchs der Bogenlänge <s^ betrachten und dann zur 

Grenze Ai^^ übergehen. Den Grenzwert von -^ bezeichnen w^ir 

df "^ 

mit -^ und erhalten: 
da, 

da,^ Jt^o ' + ^i_ YE dt 

J ^Edt 
t 

Entsprechend fassen wir das Verhältnis des partiellen Zuwuchses 
Jtf=f(t,t + Jr)--f(t,t) zu dem zugehörigen Zuwuchs der Bogen- 
länge 6^ auf einer Kurve t = const. ins Auge und bezeichnen seinen 

Grenzwert mit 3-^; so daß: 
da^ 

dl^ Lim mr + Jz)-f{t,T) _ l^df 
da^ (Jt^o) t+^t VGdt 

jYGdt 
t 

Hierdurch sind zwei an einer beliebigen Funktion von i und r 
ausführbare Rechnungsoperationen definiert, die wir Ableitungen 
nach den Bogenlängen 6^ oder 6^ nennen wollen. Der Ausdruck 
Ableitung rechtfertigt sich aus dem Umstand, daß die fraglichen 
Operationen Grenzwerte von Dififerenzenquotienten liefern. Die Be- 
zeichnung Ableitung nach der Bogenlänge a^ oder 6^ rechtfertigt 
sich aus dem Umstand, daß die Nenner jener Dififerenzenquotienten 
die Bedeutung der Maßzahlen von Bogenlängen besitzen. Wir wenden 
bei der Bezeichnung jener Ableitungen die geraden „d" und nicht 
die runden ,,^^^ an, um anzudeuten, daß im allgemeinen, d. h. bei 
Ausschluß der Translationsscharen (Nr. 1) die Bogenlängen 6^ und ti^ 
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nicht als unabhängige Veränderliche eingeführt werden können, ohne 
daß die Scharen t ==^ const.; t » const. von den Scharen 6^, 6^^ const. 
verschieden sind. 

Man sieht unmittelbar, daß für die Ableitungen nach Bogen- 
längen die für die Ableitungen nach einer unabhängigen Veränder- 
lichen geltenden Regeln: 

d(f(t,t)±g{t,t) ^ df dg 

dmx)g{t,x) ^dg ,^df 



de, ^^ dc^^y dcj 

, f{t.T) df dg 

9(f.^) ^ de, ^ de. 



dc^ g' 

ebenfalls gelten. 

3. Wiederholte Anwendung der Ableitungen nach Bogen- 
längen auf die Koordinaten. Es empfiehlt sich, hier folgende 
Bestimmung über die positiven Halbnormalen der Kurven r » const., 
t » const. zu treffen. Bei den ersteren behalten wir die frühere Fest- 
setzung bei, nach welcher die positive Halbnormale aus der positiven 

Halbtangente durch eine positive Drehung von der Größe y entsteht. 

Aber bei den Kurven t = const. wollen wir die positive Halbnormale 
durch eine negative Drehung aus der positiven Halbtangente ent- 
stehend annehmen. Es hat dies den Vorteil, daß man bei rechtwinkligen 
Scharen jede positive Halbtangente mit der positiven Halbnormale 
der Orthogonalkurve zusammenfallen lassen kann. Hinsichtlich der 
Bezeichnung mehrfacher Ableitungen nach Bogenlängen setzen wir fest, 

daß unter dem Zeichen ,^ \ die Ableitung von -^-^ nach 6a ^ unter 

dem Zeichen , ^j^^ die Ableitung von } ' nach 6a verstanden 
dö,da^ ^ de, P 

werden soll. Dabei ist die Aufeinanderfolge von a und ß nicht gleicb- 
gültig; ^l^ bedeutet die Ableitung von -^j^ nach 6a, und dies 

ist, wie wir sehen werden, im allgemeinen nicht gleich , l • 

a ß ^ 

Der Krümmungshalbmesser der Kurven r = const. werde mit Q^y 
derjenige der Kurven t » const. mit q^ bezeichnet. 

Die Anwendung der Frenetschen Formeln (S. 24) ergibt: 

d*x 1 dy d^y ^ 1 dx 

^x dtfi*"" Qidöi' döi*'~ Q^döi' 

d^^J^dy d*y ^ 1 dx 

da^^ Q^dö^ dö^* Qtda^ 

Den Winkel, unter dem sich die Einzelkurven der Scharen 
T » const. und t »» const. schneiden, nennen wir q) und beschränken 
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uns auf einen Ebenenteil, innerhalb dessen ip an keiner Stelle ver- 
schwindet. 



«=- cos a, 3-7- — sin a. 



Wird: 

dx dy 

j— «=- cos a, -^ 
dö^ ' dc^ 

dx o ^y * o 

gesetzt; so soll unter (p der Winkel ß — a verstanden werden. 
Dann ist: 

dx dx . dy dy 

■j— -3 h -y^ T^ = cos op, 

dx dy dy dx 

j—T^ — :t^ ,— => sin w. 

dö^ o(j, da^ d(jj ^ 

Bildet man von beiden Seiten dieser Gleichungen die Ableitungen 
nach 6^ und 6^, so findet man: 

d*y / . dy dx\ /dtp , 1\ dx /dtp . 1\ 

da^dOi \ ^ da^ ^ dcj Xda^ qJ de^xdo^ q^/ 

d^y / . dy . dx\/dq> , 1\ dx /dtp , 1\ 

Um die geometrische Bedeutung der Ausdrücke ^ - H — und ^ H 

zu finden, fassen wir eine beliebige Einzelkurve einer Schar als den 
Ort der Berührungspunkte von Tangenten der anderen Schar auf. 
Da können wir einmal die Drehungen betrachten, durch welche 
diese Tangenten in benachbarte Lagen übergehen, und dann können 
wir die Einhüllende dieser Tangenten betrachten. 

a) Drehungsmittelpunkte. Lassen wir t ungeändert und geben 
der Zahl r den Zuwachs ^t, so gibt es eine bestimmte Drehung der 
Ebene, die den Punkt P(x, y) in den Punkt P' (/; (^, r + Jr), f^ (t, x + Jr)) 
überführt und zugleich die in P berührende Tangente der Kurve r=const. 
in die in P' berührende Tangente der Kurve r + Jr ^ const. Ebenso 
gibt es, wenn wir r ungeändert lassen und der Zahl t den Zuwachs Jt 
geben, eine bestimmte Drehung, welche den Punkt P{x,y) in den 
Punkt r^(f^{t + Jtyt), fi{t + Jt,r)) überführt und zugleich die in 
P berührende Tangente der Kurve t = const. in die in P" berührende 
Tangente der Kurve t + Jt'^^ const. Lassen wir Jr und Jt in die 
Null übergehen, so nahem sich die Mittelpunkte beider Drehungen 
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bestimmten örenzlagen. Die Koordinaten derselben erhalten wir, indem 
wir in den S. 12 aufgestellten Formeln för |^, i^o im ersten Fall: 

im zweiten: 

setzen. So ergibt sich für die Koordinaten des ersten Drehungs- 
mittelpunkts (Jr = 0): 

^ — ^ ^ dg, dy d^x dx d^y 

do^ do^do^ da^ do^da^ 

f dx cos (p 

^ ^ y dff^ dy d^x dx d*y 

(2<T| da^da^ da^ da^dc^ 

und für die Koordinaten des zweiten Drehungsmittelpunkts {Jt = 0): 
fcff ^ ^ , ^ ^Q^y 



da^ dy d*x dx d^y 

da^ da^do^ dc^ da^do^ 

it dx cos qp 

' ^ da^ dy d*x ^ dx d*y 
do^ da^do^ do^ do^do^ 



Nun folgt aus der Gleichung: 



sowohl: 
als auch: 



dx dy dy dx 

da^ a<Tj affj dc^ ^ 



dx d*y dy d^x 

dffj do^dc^ do^ da^da^ 



^(l?+s)' 



dy d^x dx d^y (dw , 1\ 



Da sich der erste Drehungsmittelpunkt auf der Normalen der 
Kurve t = const., der zweite auf der Normalen der Kurve r = const. 
befindet, bezeichnen wir die Maßzahl des Halbmessers der ersten 
Drehung mit r^, die des Halbmessers der zweiten Drehung mit r^. 
Dabei ist eine solche Maßzahl positiv oder negativ, je nachdem sich 
der entsprechende Drehungsmittelpunkt im positiven oder negativen 
Teil der entsprechenden Normalen befindet. Unter dieser Festsetzung 
erhält man: 

^ ^ ri da^ "^ p/ r, der, "'" p, 

y. Lilienthali Diflferentialgeometrie. I. 8 
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Die obigen Formeln für die zweiten Ableitungen der Koordinaten 
nach yerschiedenen Bogenlängen nehmen jetzt die einfache Gestalt an: 



3) 



d*x 1 dy d*x ^ 1^ dy_ 

da^da^ r^da^ dü^da^ ^i^^% 

d*y __ 1 dx d*y 1 dx 



^da^da^ r^da^ da^da^ r^da^ 

b) Berührungspunkte, um die Einhüllende der Tangenten 
der Kurven t » const. längs einer Kurve t » const. zu bestimmen, 
betrachten wir den Schnittpunkt der in den Punkten (i, r) und 
(t, X + Jx) berührenden Tangenten der Kurven x = const. und 
T + z/r = const. Die Gleichungen der ersten dieser Tangenten sind: 

die der zweiten: 

Für den Schnittpunkt beider Tangenten folgt: 

dx dy _dy^ . dx^ 
döi ^dö^ dc^ '^da^ 
Da: 

J^x=^ ^VGJx + *"9 ^tT-'^i — j — yOJx"f usw., 

so ergibt sich für Jx =^0: 

dy dx dy dx 

-I da, da^ da^ da. 

da^ da^ da^ da^ da^da^ 

Dies zeigt, daß der Berührungspunkt der zu (^, r) gehörenden 
Tangente der Kurve x » const. auf der Einhüllenden der be- 
trachteten Tangentenschar erhalten wird, wenn man den 
zu r^ gehörenden Drehungsmittelpunkt senkrecht auf die 
fragliche Tangente projiziert. 

Ganz entsprechend können wir den Schnittpunkt zweier zu den 
Werten (^, r) und t + Ji,x gehörender Tangenten der Kurven t = const. 
und t -\- ^t = const. betrachten und dann zur Grenze z/< = über- 
gehen. Die Koordinaten des Schnittpunkts werden dann: 

u . , dx i ' dy 

l^x + r^%mtpj^^y ij = y + r, sm 9 ^• 

Der Berührungspunkt der zu (^, r) gehörenden Tangente der 
Kurve t = const. auf der Einhüllenden der Tangenten der Kurven 
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t = const. bei festgehaltenem r ist somit die senkrechte Projektion des 
zu r^ gehörenden Drehnngsmittelpunkts auf die erstgenannte Tangente. 
Bemerkung. Die Zahlen r^ und r^ dürften hier zum erstenmal 
in ihrer kinematischen Bedeutung auftreten. Bei Aoust (Analyse 
infinitesimale des courbes planes. Paris 1873, S. 363) sind die Zahlen 

— und — unter dem Namen Seitenkrümmungen benutzt und ihre 

Ausdrücke durch die beiden Werte von h richtig angegeben. Aber 
diese Seitenkrümmungen treten nur als Quotienten unendlich kleiner 
Größen auf, so daß die Festlegung der entsprechenden Mittelpunkte 
der Seitenkrümmungen nur nach Willkür Yorgenommen werden kann. 
4. Wiederholte Anwendung der Ableitungen nach den 
Bogenlängen 6^ und ^g auf eine beliebige Funktion. 

Wir haben hier zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem eine 
für den Wertbereich der Verimderlichen t, t definierte, oder eine für 
den Wertbereich der Veränderlichen rr, y definierte Funktion vor- 
gelegt ist. Eine Funktion von t und r nennt man auch eine 
Funktion des Ortes in der /, r-Ebene, eine Funktion von x und y 
eine solche des Ortes in der :r, j/-Ebene. 

a) Für eine Funktion von t und r erhalten wir: 

df{t,z) ^ 1 df{t,t) ^ df{t,t) l_ df(t,t) ^ 

dcTj YE dt ' d<y, ""Vö^ ^T 
d^mz) ^ _1 _d'mt) df(t,z)dlogYE ^ 
da^da^^ yJEjyG dtdz dc^ da^ 

d^fjt.z) ^ 1 _aV(^T) df{t,z)d\ogyG ^ 

.. da^da^ YE^G dtdz der, da^ 

somit: 

/4x d'fflr) d^mz) ^ __ dm ^) dlogVE ^ df(t, z) dlogyG 

^ ^ da^dö^ da^doj^ da^ da^ da^ da^ 

Diese Gleichung zeigt, daß die Reihenfolge der Ableitungen nach 
den Bogenlängen 6^ und 62 nur dann ohne Einfiuß ist, wenn E nur 
von t, und G nur von t abhängt, d. h. mit anderen Worten, wenn die 
Kurvenscharen 6^ = consi, 6^ = const. mit den Scharen t = const., 
t = const. zusammenfallen. ,, .— 

Um die geometrische Bedeutung der Ausdrücke — f und 

^^^ aufzufinden, setzen wir in der letzten Gleichung zuerst 

f(t^ r) = fi(tj r) « X, sodann f(t, r) — f^iß, t) = y. Dann wird nach (3): 

dx dlogYE dxdlogVG ^ 1 dy 1 dy 
dffj da^ der, da^ ** r, dcTj ' rj d<f,' 

dy dlogYE dy dlogYG ^ 1 dx 1 dx 
dffj dcTj "■ dffj da^ ^ **» ^<^i f'1^^%' 

8* 
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folglich: 



(5) 



dlogYE __ £ cos 9 



dö^ fisin^ r, sinqp 

dlogya 11 1 cos 9 



da^ r, sin^ r^simp 

Die hier auf den rechten Seiten befindlichen Ausdrücke 
besitzen eine einfache geometrische Bedeutung. Es liegt nahe^ 
die Schnittpunkte der im Punkte {t, r) berührenden Tangenten der 
Kurven t =» const., t = const. mit der Verbindungslinie der beiden 
DrehungsmittelpuDkte aufzusuchen. Die letztere besitzt die Gleichung: 

Die Koordinaten des Schnittpunkts dieser Geraden mit der Tangente 
der Kurve t = const. sollen mit ä; + ^ t~' y + ^ t^5 ^ö Koordinaten 
des Schnittpunkts der Geraden mit der Tangente der Kurve t » const. 
sollen mit ^ + ^i 3— ' ^ + ^1 jj^ bezeichnet werden. Dann ergibt sich: 
(a\ 1 ^ 1 / coBy . 1\ 1 ^ 1 /l . C08y \ 

Man hat daher auch: 

.-V dlogVE ^ 1 dlogya _j^ 

^^} da^ «/ do^ '^ «1* 

Entnimmt man den Gleichungen (5) die Ausdrücke von — und —1 

so erhält die Gleichung der Verbindungslinie der Drehungsmittelpunkte 
die Gestalt: 

b) Für eine Punktion von x und y haben wir: 

df{x,y) ^df dx df dy df ^df dx df dy 
dc^ dx da^ dy da^' da^ dx da^ dy da^' 



d^f{x, y) a Y dx dx 



c d*f /dx dy , dy dx\ 
r, dxdy \da^ da^ de^ daj 



da^dc^ dx'dOj^da^ 

. ay dy dy df d*x df d^y 
dy^da^da^* dxda^do^ "■ ^y da^dcr,' 

d*f(x, y) ^^^^^i ^Y ( dx dy dy dx \ 
do^da^ "^ dx^da^ da^ ' dxdy \dff^ da^ da^ daj 
d^f dy dy df d^x df d^y 

* dy^da^da^ dx da^da^ dy da^dc^ 



(9) 
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Daher folgt: 

d^f{x,y) d*f{x,y) ^df/ dx dlogYE dx d\ogYG \ 
da^da^ dü^dö^ "^^V da^ dc^ der, da^ ) 

df/ dy dlogYE dy dlogYG\ 
dy\ doi da^ da^ da^ ) 

_^_ df dlogYE df dlogYG 
dc^ do^ dff, dffi 



5. Fundamentalgleichungen. Mit dem Namen Fundamental- 
gleichungen belegen wir die Diflferentialgleichungen erster Ordnung, 
welche zwischen den Größen Q^yQ^y ^i; ^a bestehen. 

Nehmen wir in der Beziehung (4) statt f{t,x) die Funktion -ir-y 

sodann j— ; so folgt: 

d^x d^ d^x dlog Ye d^x dlogYG^ 



dffj'dcr, da^dc^da^ dü^^ der, ~ da^da^ da^ 

d*x d*x ^ d^x dlogY^ , d*x dlogY^ 

da^doj^dc^ do^^da^ da^da^ do^ * der," da^ 

Wenden wir nun die Formeln (1) und (3) an, so ergibt eine 
einfache Rechnung: 



(10) 



<fl 1 f,_ 

da, ' d(», ~ 


1 dlogVE 
Qi do^ 


1 dlogYG 


♦■»+ «• = - 
da^ dü^ 


1 dlogYE 
r^ da^ 


1 dlogYG 
Qi d^i 



Hiermit sind die Fundamentalgleichungen gefunden. Dieselben 
werden durch eine einzige Gleichung vertreten, wenn der Winkel (p 
konstant ist. Alsdann wird ^i= (>i; ^2==" ?2? ^^^ ^^^ erhalten an Stelle 
des Systems (10) bei Anwendung der Gleichungen (5) die eine Funda- 
mentalgleichung : 

dl- d-i 
(11) _?i4._i.=._J_|J_ + J_ + ^^?L?| . 

d<y, ' da^ sing? Wi* Q%* QiQt * 



§ 20. Allgemeiner Satz über Drehungsmittelpunkte. 

Die naheliegende Aufgabe, die Krümmungsmittelpunkte 
der orthogonalen Trajektorien (Kurven senkrechter Durch- 
dringung) zweier gegebener Scharen zu bestimmen, wird uns 
zu einem wichtigen Satz über die Drehungsmittelpunkte führen. 
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Die Bogenlänge der orthogonalen Trajektorien der Kurven x = const. 
bezeichnen wir mit 6^ und rechnen sie als wachsend in der Bichtung 
der positiven Halbnormalen der Kurven x = const. Dann ist: 

dx dy dy dx 

da^ da^ dü^ dc^ 

Die Bogenlänge der orthogonalen Trajektorien der Kurven t = const. 
bezeichnen wir mit 6^ und rechnen sie als wachsend im Sinne der 
positiven Halbnormalen der Kurven i » const. Dann ist: 

dx dy dy dx 

da^ da^ da^ dc^ 

Die positiven Halbnormalen der orthogonalen Trajektorien der 
Kurven r » const. bzw. t » const. sollen mit den positiven Halbtangenten 
der Kurven x => const. bzw. t » const. zusammenfallen. 

Um die Ableitungen einer Funktion von t und x, oder von x und y 
nach den Bogenlängen 6^ und 6^ zu definieren, drücken wir zunächst 
die Ableitungen der Koordinaten nach 6^ und 6^ durch diejenigen 
nach 6^ und 6^ aus. 

Aus dem System: 

dx dy dy dx - 
der, do^ '' dffg da^ *^ ' 
dx dy , dy dx 
dffj «(Fj rfffj äff, ^ 

folgt: 

Wdx 1 /dx dx \ dy 1 /dy dy \ 

■j— = —• — 1:7 j— cos w]j -T^ = —, — (j^ — -j^ cos op)- 
offg smqp \a(F, dffj ^/ dö^ sing? \dö^ dc^ ^/ 

Aus dem System: 

dx dy dy dx 
da^da^ da^doi ^' 

dx dy _^ dy^ dx ___ - 
do^de^ dü^do^ 
folgt: 

/^^ dx 1 ( dx dx \ dy 1 t dy dy \ 

(2) ^—==-- — hj :y— Cosopt 3^=«-^ — nr^ — T^cösop}- 

^ ^ «ff^ ßinqp Idffj äff, ^J «ff^ sing? laff^ dff, ^J 

Aus den öleichungen (1) und (2) erhalten wir die Definitions- 
gleichungen für die Ableitungen einer Funktion von t und x nach 
den Bogenlängen 6^ und 6^, Han hat zunächst: 

dt 1 /dt dt \ dt 1 fdT dt \ 

-j— = — — ( j ^— COSGph 3— =s (3 -T— COSOp); 

affj sinqpVaff, da^ v da^ sinqpVdff, döi ^/ 

dt 1 (dt dt \ dt X (dt dt \ 

■j— == (3 -j— COSGp); 3— = [j 3— COSOph 

dff^ fling?\dffj dff, v dtf* sinqpVdffj dff, ^/ 

und damit: 

/Q\ df(t, t) 1 (df df \ df{t, t) 1 \ df df \ 

^ -^ äff. ßinqp\aff, da. v dff. sinqplaff. dff, ^J 
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Für eine Funktion von x und y ergibt sich: 

Da wir es hier mit vier Eurvenscharen zu tun haben, empfiehlt 
es sich zur Abkürzung; die Kurven r « const. mit dem Namen 
Kurven (ö^), die Kurven t =- const. mit dem Namen Kurven (ö^) zu 
belegen; und die orthogonalen Trajektorien der Kurven t » const. bzw. 
t =^ const. als Kurven (^3) bezüglich als Kurven (^4) zu bezeichnen. 
Den Krümmungshalbmesser der Kurven (ö^) bzw. (^4) nennen wir q^ 
bzw. ^4. Für diese Größen haben wir einerseits die Gleichungen: 

d^x ^ 1 dx d*y 1 dy d*x 1 dx d*y 1 dy 

'dffp ^ y^Jäl' 'dä^^'Ö^dc^^ 'dä^^'Öldäi,' 'dä^'^ 'olda^' 

anderseits ist: 

d*x da^ ^ 1 ( d^y d*y \ 1 f cos gp 1 \dx 

djg* "^ dffj sinyldffi* ^ da^da^i "^sinqpl q^ r^lda^^ 

d^ 
d*x dff, _ 1 f d*y ^ d*y 1 __ 1 ( 1 .cos (p\dx 

dü^^ ^^ da^ sinqp 1 da^da^ da^* ^J sin qp l Tj q^ f da^ 

Wir erhalten somit: 

(5) JL = J_(5£i£ + l|, i._J_{22i? + J.), 

^ ^ Qi Sin g? l pi ' r, J q^ sin 9 l ^, r^f 

und daraus: 



(6) 



1 sin qp cos qp 1 sin qp cos qp 



-9 



^1 Ql Q9 ^8 ^8 ^1 

Diese Gleichungen enthalten die geometrisch wichtige 
Tatsache, daß sich der zu r^ gehörende Drehungsmittelpunkt 
auf der Geraden befindet/ welche die zu q^ ^^^ Qi gehörenden 
Krümmungsmittelpunkte enthält; und daß sich der zu r^ 
gehörende Drehungsmittelpunkt auf der Geraden befindet, 
welche die zu q^ und q^ gehörenden Krümmungsmittelpunkte 
enthält. Die Gleichungen dieser beiden Geraden sind nämlich die 
folgenden: 

Der ersten dieser Gleichungen genügen die Koordinaten des zu r^ 
gehörenden Drehungsmittelpunkts, nämlich: 

dy dx 

<. do. . dü^ 

l^x ; ^ 9 ri^y + - ^ ; 

sin qp cos qp ' ^ sin qp cos qp 

94, Ps P4 Qi 
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und der zweiten genügen die Koordinaten des zu r^ gehörenden 
Drehnngsmittelpunkts, mlmlich: 



!=■« + 



dy 



sin (p COB qp 



i?-y- 



dx 
dc^ 



sin q> cos tp 



Qb 



Qi 



Qt 



Qi 




Fig. 16. 



Wollen wir unser Ergebnis durch eine Figur veranschaulichen, 
so ziehen wir am einfachsten von dem betrachteten Punkt P aus die 

vier positiven Halbtangenten 
G^, G^j Cj, C4 der Kurven 
(?! . . . 6^, Die Krümmungs- 
mittelpunkte werden durch 
Ä^, K^y -£3, -£4 bezeichnet^ 
die Drehungsmittelpunkte 
durch D^ (Endpunkt von r^ 
und Dg (Endpunkt von Tj). 
jDi muß auf der durch K^ 
und K^ gehenden, B^ auf 
der durch K^ und K^ gehen- 
den Geraden liegen. Die 
Punkte, in denen die durch 
die Drehungsmittelpunkte 
gehende Gerade die Tan- 
genten der Kurven x = const. 
bzw. t = const. schneidet, werden in der Figur mit T^ und T, be- 
zeichnet. 

§ 21. Besondere Sätze fliber Drehuiigsmittelpankte. 
Knrvennetz ohne Umwege. 

Der Weii jeder theoretischen Betrachtung, wie sie hier in der 
Einführung der kinematischen Größen r^ und r^ vorliegt, wird durch 
den Umfang und die Bedeutung der Aufgaben gemessen, die sich 
mit ihrer Hilfe lösen lassen. Wir gehen daher dazu über, Sätze 
hinsichtlich der Größen r^ und r^ zu entwickeln. 

1. Wenn die Schar ^ = const. dadurch entsteht, daß von 
einer Einzelkurve derselben aus auf den Kurven r = const. 
gleiche Bogenlängen abgetragen werden, so liegt die Gerade, 
welche die Drehungsmittelpunkte Dj und Dg enthält, parallel 
der Tangente der Kurve ^=» const. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus den ersten 
Gleichungen in (5) und (7) S. 116, nämlich: 



dlogYE 



da^ 



1 — 1 / 1 cos 9\ 

■ ^ "" sin 9 V»^ r, / 
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Damit die Kurven t » const. die vorausgesetzte Eigenschaft be- 
sitzen, muß E von r unabhängig sein, d. h. ^^^ muß verschwinden. 
Wegen — = ist die Verbindungslinie der Drehungsmittelpunkte 

parallel der Tangente der Kurve (6^), dasselbe ergibt sich aus der 
Gleichung: 

1 , cos qp 



0. 



In der Figur 17 sind die positiven Halbtangenten durchgezogen, 
die negative Halbtangente der Kurve (^3) ist punktiert. Es bedeutet 
somit r^ die negativ genommene Maßzahl 
der Strecke PDi, während r^ die Maßzahl 
der Strecke PD^ bedeutet. Die Gerade 
D1D2 ist parallel zur Geraden PK^. 

Schneiden sich die Scharen t =» const., 
t = const. rechtwinklig, so kann der be- 
trachtete Fall nur eintreten, wenn —f 

und damit, wenn — verschwindet. Hier 

. ^» 

werden die Kurven t =» const. durch 

gerade Linien vertreten, während die 
Kurven t = const. eine Schar von Pa- 
rallelkurven bilden. 

Wenn die Kurven t = const. die 
betrachtete Eigenschaft besitzen, und 
gleichzeitig die Kurven t = const. aus 
einer ihrer Einzelkurven dadurch ent- 
stehen, daß man von ihr aus auf den 
Kurven t = const. gleiche Bogenlängen abträgt, so kommt zu der 
vorigen Beziehung zwischen r^ und rg noch die folgende, wegen 

— j = bestehende, nämlich: 




Fig. 17. 



hinzu. 



Jetzt verschwindet sowohl — wie — 



Da nun, wie wir 

sahen, D^ auf der die Krümmungsmittelpunkte K^ und K^ enthaltenden, 
Dg auf der die Krümmungsmittelpunkte J^j und K^ enthaltenden 
Geraden liegt, muß die erstere Gerade parallel der Tangente der 
Kurve (ö^), die zweite parallel der Tangente der Kurve ((jj sein, oder 
auch: die Tangente der Kurve (ö^) bzw. (ö^) steht senkrecht auf der 
Verbindungslinie der Krümmungsmittelpunkte der Kurven {6^) und (<yj 
bzw. (^1) und (^3). Aus dem Umstand, daß hier E nur von t, G nur 
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von T abhängt, folgt, daß wir es mit Translationsscharen zu 

tun haben. (Fig. 18.) 

um ein Beispiel für den zuerst untersuchten Fall anzuführen^ 

zeichnen wir in der a?-, y- Ebene eine beliebige Kurve und drehen sie 

in positiver Richtung um den Koordi- 
natenanfangspunkt. Die Gleichungen der 
Kurve in der Anfangslage seien: 

und i bedeute die Bogenlänge der Kurve. 
Bezeichnen wir den Drehungswinkel 
mit Ty so sind: 




X =» g^{() cos r — g^{() sin r, 
y = fl'iCO sin r + g^{t) cos % 

die Gleichungen der betrachteten Schar, 
wenn t als Parameter angesehen wird. 
Die zugehörige Schar t = const. be- 
steht aus den Kreisen, die mit den Halb- 
messern ygi+gi um den Koordinaten- 
anfangspunkt beschrieben sind. Je zwei 
dieser Kreise schneiden aus den Kurven t » const. Stücke von gleicher 
Bogenlänge aus. 

Hier zeigt eine einfache Rechnung, daß: 

cosw^^^^U^M-. sing) = ?^ÖM, 



Fig. 18. 



somit ist: 



d(p 



dq> 



coatp 



V9?T9? e.' 



COS (p 



r^ Vg,'+g.' 

Da q> nur von t abhängt und der gemeinschaftliche Mittelpunkt 
der Kreise t = const. jedesmal auf den negativen Halbnormalen dieser 
Kreise liegt, wird: 



somit: 



^2 /^i' + V» 



- + 



COBqp 



= 0. 



Der Drehungsmittelpunkt D^ fällt mit dem Koordinatenanfangs- 
punkt zusammen, der Drehungsmittelpunkt D^ ist der Schnittpunkt 
der Tangente der Kurve (^3) mit der durch D^ gelegten Parallelen 
zur Tangente der Kurve (ö^). (Fig. 19.) 
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Man sieht leicht, daß sich bei diesem Beispiele noch eine zweite 
Karyenschar ergibt, auf der irgend zwei Kreise t » const. dieselben 
Bogenlängen abschneiden, wie auf den Kurven r » const. Man braucht 
nur die Kurven t » const. an der rr- Achse zu spiegeln, um die zweite 
Schar zu erhalten. In der Figur 20 sind die Kurven x = const. 
durchgezogen, die der zweiten Schar punktiert. Beschreiben wir nun von 
Pi aus nach P^ zwei auf Kurven unseres Netzes verlaufende Wege, 
etwa von Pj bis P^ und von Pg bis Pj auf durchgezogenen, von P^ 
bis Pj und von Pj bis P^ auf punktierten Kurven, so ergibt sich 





Fig. 19. 



Fig. 80. 



beidemal dieselbe Wegelänge; denn sowohl die Bogenlängen P1P4 
und P1Q4 sind einander gleich, als die Bogenlängen P4Q2 ^^^ Q^^$ 
und die Bogen^mgen ^2-^3 ^^^ ^2-^8; ^^ ^^^ jedesmal zwischen den- 
selben Kreisen gelegen sind. Ein System von zwei einfach unendlichen 
Kurvenscharen oder, wie man sagt, ein Kurvennetz, in dem alle, 
auf Kurven des Netzes verlaufenden und zwei beliebig gewählte Punkte 
verbindenden Wege dieselbe Länge besitzen, hat G. Scheffers zuerst 
betrachtet und es ein Kurvennetz ohne Umwege genannt. (Berichte 
der mathem.-phys. Klasse der Kgl. Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig, Bd. 57. S. 353. 1906. Vgl. R. v. LiUenthal, 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung. Bd. 16. 
S. 204. 1907.) Hier ist aber eine wesentliche Einschränkung zu 
machen. In unserem Beispiel entfernt man sich beständig vom 
Koordinatenanfangspunkt, wenn man den Weg P^P^Q^P^, und wenn 
man den Weg P^ ^4 Pg P3 beschreibt. Betrachtet man aber die 
beiden von P4 nach P^ führenden Wege P^Q^P^P^ und P^P^Q^P^, 
so sind sie nicht einander gleich, wenn Q^P^ nicht gleich P4P1 ist. 
Hier besteht vielmehr die Gleichung P4P3— PgP,^ P^Pg — P1P4. 
Man hat daher auf jeder Kurve des Systems eine bestimmte Fort- 
schreitungsrichtung festzulegen, in unserem Falle z. B. die, in der 
man sich vom Koordinatenanfangspunkt entfernt. Bei der Be- 
rechnung der Maßzahl einer Wegelänge sind alsdann die in dieser 
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Richtung zurückgelegten Strecken als positiv, die in der entgegen- 
gesetzten Richtung zurückgelegten Strecken als negativ in Rechnung 
zu setzen. Zwei Wege, die aus lauter positiv oder aus lauter negativ 
zu rechnenden Strecken bestehen, sind gleich. Sind aber zwei Wege 
sowohl aus positiv wie aus negativ zu nehmenden Strecken zusammen- 
gesetzt, so sind zwar die Maßzahlen der Wegelängen, wie wir sie 
eben definiert haben, gleich, aber die Längen selbst können sehr 
verschieden sein, so daß der eine Weg einen gründlichen Umweg 
im Vergleich zum anderen darstellen kann. 

Wir werden im folgenden auf einem anderen, als dem von 
G. Scheffers verfolgten Pfade zu den fraglichen Kurvennetzen gelangen. 

2. Wenn j;e zwei beliebig gewählte Kurven (< = ^a), (^ = 4) 
der Schar ^ = const. aus den Kurven einer Schar r = const. 
dieselbe Bogenlänge Sab ausschneiden, und die Scharen 
t = const., t = const. nicht zueinander senkrecht sind, so 
gibt es noch eine weitere Schar 'S" = const., aus deren 
Einzelkurven die beliebig gewählten Kurven (t^ta), (t^tt,) 
ebenfalls die Bogenlänge Sab ausschneiden. 

Die Scharen r =- const., t = const. seien dargestellt durch die 
Gleichungen: 

in denen t die Bogenlänge der Kurven % = const. bedeute, so daß E 
gleich Eins ausfällt. Wir betrachten t als eine Funktion von t und %• 
(wodurch die Schar t = const. nicht geändert wird) und suchen die 
Schar d' = const. so zu bestimmen, daß auch für sie die Veränderliche t 
die Bedeutung der Bogenlänge besitzt. Nehmen wir t ^ g(t,%'), so 
werden die Scharen t = const., %' == const. durch die Gleichungen 
dargestellt: 

Um die vollständigen partiellen Ableitungen von x und y nach 
t zu kennzeichnen, benutzen wir die bereits S. 93 angewandte 
Schreibweise, gemäß welcher für eine beliebige Punktion F{ty g(t, d')) 

die vollständige Ableitung nach t, nämlich -^ + -^"öf ™it -jr ^^' 
zeichnet wird. Setzen vfir: 

so ergibt sich: 
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Damit E^ gleich Eins werde, muß: 

sein. Nun kann jP nur yerschwinden, wenn die Schar t » const. aus 
Parallelkurven, die Schar t =* const. aus ihren orthogonalen Trajektorien 
besteht. (S. 121.) Schließen wir diesen Fall aus, so liefert die 
vorstehende Differentialgleichung das g als eine Funktion von t und 
einem Parameter, den wir gleich -ö* nehmen können. 

Wir erhalten )/6ri gleich V^ölr oder gleich — V^^' je nach- 
dem ^ positiv oder negativ ist. Im ersten Fall folgt: 
1 dx __ 1 dx 1 dy 1 dy 



und die dem wachsenden %' entsprechende Halbtangente der Kurve 
t » const. fallt mit der dem wachsenden r entsprechenden Halb- 
tangente der Kurve t => const. zusammen; im zweiten Fall fällt die 
erstere Halbtangente mit der dem abnehmenden r entsprechenden 
Halbtangente der Kurve t « const. zusammen. Nennen wir den 
Winkel zwischen den positiven Halbtaugenten der Kurven t = const., 
%' =» const. 9?i, so wird im ersten Fall: 

co8g)i = ^ ^^^^' 

im zweiten: 

cos9i=yg==cosy; 

somit halbiert die Tangente der Kurve ^ = const. entweder 
den Nebenwinkel des von den positiven Halbtangenten der 
Kurven r-^const., %' = const. gebildeten Winkels, oder diesen 
Winkel selbst. 

Eine zweite Eigenschaft der Kurven d =« const. erhalten wir, 
wenn wir das Netz der Kurven ^ = const. und x = const. betrachten. 
Zu diesem Zweck ist die Gleichung t=^g{t^%) nach t aufzulösen. 

Es ergebe sich t^h {%,%), so daß: 1 *= ä--gf • Unser Netz wird dar- 
gestellt durch die Gleichungen: 

Man erhält: 
w (^^\^A (^yV l^^\^ TP dxdx . dy dy dh (dh ^\ 
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Nun können ^ nnd -g- gleiche oder angleiche Vorzeichen be- 
sitzen; es ist also entweder y^d^ + j/ögdr oder V^jd^ — "l/örgrfr 
ein Differential, oder mit anderen Worten, es ist entweder 

dVEl^dVG , . dVE,^ BVG, 
-Tt -gr' Oder es ist ^^ ^^• 

Zufolge der Gleichungen (5) in Paragraph 19 S. 116 ergibt sich, 
daß die absoluten Werte der beiden Drehungshalbmesser 
einander gleich sind. Damit ist zugleich gezeigt, daß die beiden 
Berührungspunkte, von denen im vorigen Paragraphen unter 
3 b) die Rede war, gleichen Abstand von dem Punkte (t^, tr) 
besitzen. 

Die Gleichung (8) desselben Paragraphen lehrt, daß die Ver- 
bindungslinie der Drehungsmittelpunkte der Halbierungs- 
linie des Schnittwinkels der Kurven r « const., O-^const. 
parallel ist, wenn: 

ayis; dyal 

dt dd' ' 

daß sie der Halbierungslinie des Nebenwinkels des Schnitt- 
winkels parallel ist, wenn: 

dt ^ d& ' 
In dem oben angeführten Beispiel läßt sich die Differentialgleichung: 



sofort integrieren. Sie besitzt die Form: 
somit: 



2(9i^;-^2^/) + (^i* + ^2*)|f = 0, 



flf = -2arctg^ + ^. 
Setzen wir: arc tg — « cd, so ist: 






und wegen: co = folgt: 



so entstehen die Kurven t = const. durch Umdrehung der Kurve mit 
den Gleichungen x =» f((o) cos (o, y =^ f((o) sin cd um den Koordinaten- 
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anfangspimkt, und die Karren 0- » const. entstehen durch dieselbe 
ümdrehang aus der Kurve mit den Gleichungen x » f(<o) cos m, 
y « — f(a)) sin o; die Kurven 0* =- const. gehen somit aus den Kurven 
T = const. durch Spiegelung an der aj- Achse hervor. 

Die vorstehenden Erörterungen beantworten zugleich 
die Frage^ unter welcher Bedingung zu einem gegebenen 
System von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen eine 
dritte Schar gehört, in der je zwei beliebige Kurven aus 
sämtlichen Kurven des Systems gleiche Bogenlängen aus- 
schneiden. Ist das System durch die Gleichungen: 

dargestellt, so gehört zu ihm eine dritte Schar mit der verlangten 
Eigenschaft, wenn entweder: 

"TT TT' ^^®^- ~J^ ■" ~är ' 

d. h. geometrisch, wenn r^ =» r^. Im ersten Fall ist: 

/ { YEdt + YGdt] = const., 
im zweiten ist: 

/ { YEdt "YGdt] « const. 

die Gleichung der dritten Schar. 

Die Richtungskosinus der Tangenten der Kurven der dritten 
Schar sind im ersten Fall: 



dx 
da ~" 


dx dx 
da^ dö, ^ 

2sin|- 


dy 
da 


dy dy 
da^ da^ 

2sin-| 


ne: 

dx 
da 


dx dx 

da^ da^ 

2sin-^ 


dy 
da 


dy ,dy 
doy^ ' dcTj 

2 8in-|- 



im zweiten sind sie 



d. h. die Kurven der dritten Schar halbieren entweder die von den 
positiven Halbtangenten der Kurven r => const., t = const. gebildeten 
Winkel, oder die Nebenwinkel der letzteren. 

Wir zeigen nun, daß, wenn die Bedingung: 

dx ^'^ dt 

erfüllt ist, die Scharen t = const., < = const. ein Kurvennetz 
ohne Umwege bilden. 
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Zu diesem Zweck werde ein krummliniges aus zwei Kurven 
X =» const. und zwei Kurven t « const. gebildetes Viereck betrachtet^ 

dessen Ecken P^P^P^P^ den Werte- 

^(i,tj paaren (<o>^o), (^o; ^)^ (^ ^); (^ ^o) «^^t- 
sprechen mögen, wo der Einfachheit 
halber ^o < ^ ^o < '^ angenommen werde. 
Verlangen wir, daß für ein beliebiges 
Wertepaar (^,r) stets P^P^ + P^P^ = 
P^P^+ P4P5 sei, so muß die Gleichung 
bestehen: 

* * * t 

fVG(to,t) dt +JyE{t, t)dt = JVE{t,t^)dt + JYGK^dt. 

*o '0 «0 *o 

Differenzieren wir dieselbe nach t, so folgt: 

Differenzieren wir diese Beziehung nach r, so folgt: 

dx ^ dt ' 

Umgekehrt erhält man durch zweimalige hitegration der letzten 
Bedingung die Ausgangsgleichung. Hier sind die Strecken, die mit 
wachsendem ty oder wachsendem t durchlaufen werden, als positiv in 
Rechnung zu setzen. 

Verlangen wir aber, daß P^P^-^ P^P^^ P^P^+ P^P^ sei, so 
muß die Gleichung bestehen: 

i * * * 



*0 

und dies liefert: 



dx dt 



Hier sind die Strecken, die mit wachsendem ty oder abnehmendem x 
durchlaufen werden, als positiv zu rechnen. 

Auf die Summe zweier aneinanderstoßender Seiten eines krumm- 
linigen Vierecks, dessen Begrenzung aus Kurven t « const., r = const. 
besteht, lassen sich die ganz auf Kurven des Systems verlaufenden 
Wege zwischen zwei Punkten zurückführen. 
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§ 22. Differentialgleichnng eines Euryennetzes ohne Umwege. 

Wir gehen nun von den Veränderlichen t, v zu den Veränder- 
lichen X, y über und schreiben, um alle Fälle zu umfassen, die Be- 
dingungsgleichung in der Form: 

wo £ die positive oder negative Einheit bedeuten soll. Das Integral: 

ist eine Funktion von t und t und damit eine solche von x und y, 
die wir (p{x,y) nennen wollen. Für diese Funktion haben wir: 

folglich sind die Kurven eine» Netzes ohne Umwege die Integral- 
kurven der Differentialgleichung: 

Von dieser Bemerkung ist G. Scheffers ausgegangen. 

Legt nun umgekehrt eine Differentialgleichung wie die vorige, 
die also mit Hilfe einer beliebig angenommenen Funktion (p(x,y) ge- 
bildet ist, ein Kurvennetz ohne Umwege fest? Zu diesem Zweck muß 
die Differentialgleichung jedenfalls ein reelles Integral besitzen, das 
geometrisch durch zwei Kurvenscharen dargestellt wird. 

Nehmen wir zur Abkürzung: 

so ist unsere Differentialgleichung, wie ihre Auflösung nach -^ ergibt, 
gleichbedeutend mit den beiden folgenden Differentialgleichungen: 

dy ^ 91 y» + Q> äy ^ yi yt — <» 
dx 1 — yt* dx 1 — 92* 

Wenn daher in einem Ebenenteil beständig (Pi^+g^2^<l ist, 
so wird er nicht von Integralkurven bedeckt. Sollte für alle Werte- 
paare X, y 9i^ + 9^2^ < 1 söiii; sö gi^^ 6S überhaupt keine reellen 
Integralkurven, wie z. B. wenn: 

g) = — (sin (x + y)+ cos (x — y)) 
und n>2 ist. 

V. Lilien thal, Differentialgeometrie. I. 9 
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Wenn beständig q>^ + ^g* =» 1 ist, so bestellt die Schar cp = const. 
aus Parallelknrven, und tp selbst bedeutet, wie in § 26 S. 164 gezeigt 
werden soll, die Bogenlänge der gemeinschaftlichen Normalen der Parallel- 
kurven. Da hier die vorgelegte DiiOferentialgleichung mit der folgenden: 

dx fp^ 

gleichbedeutend ist, so bilden jene Normalen die Gesamtschar der 
Integralkurven. 

Wenn endlich in einem Ebenenteil beständig q)^ + qp^^ > 1 ist, 
so wird er von zwei Scharen von reellen Integralkurven überzogen, 
und diesen Fall wollen wir jetzt näher ins Auge fassen. Die Bogen- 
längen der Scharen bezeichnen wir mit 6^ und 6^ und denken uns 
die Richtungen, in denen sie wachsen, irgendwie festgelegt. Da: 

(9i92 + ö)' + (1 - "p^^y - (9>i + 9>%^yf 

so erhalten wir: 



dx 
doy^ 

dx 
da^ 



— & 






9^ — 9,0) 
91 + 9,00 



f^cTj ^9i + 9jCö ^9>i*+9i*' 

dl/ 



da^ 



= & 



91 y« — Q> 

qPi — qpj ö) 



y>--yi<a 



WO «1 und «2 die positive oder negative Einheit bedeuten. 

Mit Hilfe dieser Formeln zeigt man leicht, daß die Kurven 
9? = const. im Falle b^b^^ —1 die von den positiven Tangenten der 
Integralkurven gebildeten Winkel halbieren, im Falle b^8^= -^1 aber 
die Nebenwinkel dieser Winkel. 

Es ist: 

Integriert man hier zwischen zwei Kurven q) = const., so erhält man 
Bogenstücke von gleicher Länge. Dies ergibt im Falle s^^b^ ^ 1, 

wenn wir durch die Ecken eines 
krummlinigen, aus Integralkurven ge- 
bildeten Vierecks die Kurven (p = const. 
legen (in der Figur 22 punktiert), daß 




Fig. 22. 



also: 



ist. 



P^P,+ P,Ps-P^P,+ P,P, 



Da: 



d^d«^ dy dy 2 — qpi*--qpj* 
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SO sclmeiden sich die Kurven des Netzes nur dann senkrecht 
-wenn 91^+^2^ = 2, d.h. die Kurven g? « const. sind hier 
Parallelkurven, und die Kurven des Netzes bestehen aus 
den Halbierungslinien der Winkel, welche von den Parall«l- 
kurven und ihren orthogonalen Trajektorien gebildet werden. 

Nimmt man z. B. an Stelle der Parallelkurven eine Schar kon- 
zentrischer Kreise, so wird das Netz von zwei Scharen logarithmischer 
Spiralen gebildet, von denen die eine durch Spiegelung an einer 
Geraden aus der anderen hervorgeht. 

Denkt man sich die Funktion q)(x, y) gewählt, und ist q>^ + ^>^>'^y 
so gehören zu (p die beiden durch unsere Differentialgleichung be- 
stimmten Kurvenscharen, und wenn wir die Gleichung ^{Xyy)=^c 
als die Gleichung einer Kurvenschar betrachten, so besitzt der Para- 
meter c die Bedeutung der Bogenlänge irgendeiner Integralkurve der 
Differentialgleichung. Die durch q)^c dargestellte Kurvenschar ändert 
sich nicht, wenn wir sie durch die Gleichung F{(p) =» X darstellen, 
wohl aber ändert sich unsere Differentialgleichung, wenn statt q> die 
Funktion F{<p) gesetzt wird. Zu einer gegebenen Kurvenschar {G) 
gehören daher unendlich viele Kurvennetze ohne Umwege. Sobald 
man aber verlangt, daß eine willkürlich gewählte und nicht in der 
gegebenen Schar enthaltene Kurve (i) dem Netz angehören soll, ist 
das letztere völlig bestimmt. Die Kurve {L) sei gegeben durch die 
Gleichungen: 

in denen s die Bogenlänge der Kurve bedeutet, während die Schar (C) 
durch die Gleichung JP(a;,y,^) = gegeben sei Derjenige Wert von s, 
der zu dem Punkte gehört, in welchem die Kurve {L) von der zu X 
gehörenden Einzelkurve der Schar (C) geschnitten wird, genügt der 
Gleichung: 

F[g,{s),gM})-^- 

Eliminieren wir X aus dieser Gleichung und der Gleichung 
F{x, y, X) = 0, so ergebe sich s =- (p(x, y). Hierdurch ist die Schar (C) 
mit Hilfe eines Parameters ausgedrückt, der die Bedeutung der Bogen- 
länge der Kurve (L) hat. Für den Fall, daß die Kurve (L) als gerade 
Linie (D) angenommen wird, ist die in Rede stehende Aufgabe von 
M. d'Ocagne behandelt (Bulletin de la societe mathem. de France 
Bd. 13. S. 71. 1885, vgl. Bd. 17. S. 171. 1889) und an mehreren 
Beispielen gelöst, wobei aber nur die Eigenschaft des Systems (0), 
daß je zwei ihrer Einzelkurven aus den Kurven des Netzes gleiche 
Bogenlängen ausschneiden, angeführt wird. Wir wollen das erste 
dieser Beispiele hier mitteilen. Die Schar (C) entstehe durch Schiebung 
einer willkürlich gewählten Kurve längs der y- Achse, während die 
Gerade (D) parallel der j/- Achse sei und zu a? = a gehöre, so daß 

9* 
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ihre Gleichungen a? = a, y ^ s sind. Die Gleichung der Schar (C) 
ist von der Form: 

y - f{?o) « X, 
somit hat man: 

s = f{a) + X 
und: 

Unsere Differentialgleichung wird: 

Der Faktor da? = liefert die Schar der Parallelen zur y- Achse, 
der andere Faktor ergibt das Integral: 



Nun ist 






die Gleichung der orthogonalen Trajektorien der Schar {G). Um 
die zweite Integralschar zu bestimmen, braucht man nur eine Einzel- 
kurre aus der Schar ((7) und eine aus der Orthogonalschar zu nehmen 
und die Mittelpunkte derjenigen Strecken zu konstruieren, welche von 
den beiden Kurven aus den zur y- Achse parallelen Geraden aus- 
geschnitten werden. Durch Verschiebung dieser Mittelpunktskurve 
längs der y-Achse entsteht die zweite Integralschar. 
Nehmen wir im besonderen: 

SO ist 

y ^ — p log X + const. 

der Gleichung der orthogonalen Trajektorien der betrachteten Parabeln- 
schar. Die Gleichung der zweiten Integralschar ist: 

^^&""'f^^8^ + const. 

Diese Schar entsteht also durch Verschieben einer sogenannten 
Hundekurve längs der y- Achse. (Vgl. G. Loria. Spezielle algebraische 
und transzendente ebene Kurven. Deutsch von F. Schütte. Leipzig 1902. 
S. 609.) 

Wir wollen nun die von G. Scheffers gefundene Be- 
dingung dafür, daß zwei durch Differentialgleichungen 
erster Ordnung gegebene Kurvenscharen ein Netz ohne 
Umwege bilden, aus der Bedingungsform: 
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dVE .dVG 

herleiten. Die gegebenen Differentialgleichnngen seien: 

a{x, y)dx — dy ^0, ß(x, y)dx — dy =^0, 

Die erste fassen wir als Gleichnng einer Schar t = const., die 
zweite als Gleichung einer Schar t =» const. auf und setzen, unter A 
und II integrierende Faktoren verstehend: 

X(adx — dy) = dr, ii(ßdx — dy) = dt, 
so daß: 

dt ^ dt 1 ^* /» ^* 

^=-^«' ^=-^5 ä^-/iA 7^--f- 



Aus den Gleichungen: 



folgt: 



^dXx dtdy__^ 

diJt'^d^Ji~ ^' 
didt'^d^ dt"^ 







dx 






dx 




^ 


i 




dt 


dxdy 


dt dr 
dy dx 

dt 


V'{ß- 


«)' 


dy 




-di 


a 





dt dt dt dt dt n(ß^a) 
dxdy dydx 



Aus den Gleichungen: 



folgt: 



dt dx ^^ ^y _ 
dxdt "^a^ar ""^' 

dt dx .dt dy ^ 

dx dt "^ dy dt 

-^ 
dx__ dy —1 



dr dt dr dt dr 
dxdy dydx 

dt 

dy ^ dx 


Kß-cö 
-ß 


dt dt dt dt dt 


Hß-«) 



somit: 



dxdy dydx 



^ li{ß-cc) ^ Hß-cc) 
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Die beiden DiffereutialgleichoBgen, welche aussagen^ daß X und [i 
integrierende Faktoren bedeuten ^ sind: 

diogx ^aiogx . ^«^0 
dx * ^y ^y 
und: 

cx ' '^ dy * oy ' 
oder: 

Unsere Bedingungsgleichung benutzen wir in der Form: 
Man erhält: 

^ß l ^ß /1J_ än/^«j_ä^«\ 

Setzt man diese Ausdrücke in die drittletzte Gleichung ein, so 
gibt eine einfache Rechnung die gesuchte Form der Bedingung in 
der Gestalt: 

(l5+^sf)>^^=±(Fl+«lf)>'rT7?. 

§ 23. Die Enryen eines Netzes ohne Umwege 
aufgefaßt als Etoluten. 

Wir leiten hier einen von G. Scheffers herrührenden Satz ab, 
auf den man kommt, wenn man die Kurven eines Netzes ohne Um- 
wege als die Evoluten zweier Evolventenscharen betrachtet. 

Im allgemeinen bilden die Krümmungskreise zweier einfach un- 
endlicher Kurvenscharen zwei doppelt unendliche Kreisscharen; ein 
Kurvennetz ohne Umwege läßt sich aber auf einfach un- 
endlich viele Weisen als das System der Evoluten zweier 
Kurvenscharen auffassen, deren Krümmungskreise nur eine 
einzige doppelt unendliche Kreisschar bilden, indem jeder 
Krümmungskreis einer Kurve der einen Schar zugleich ein solcher 
einer Kurve der anderen Schar ist. Dieser Satz läßt sich geometrisch 
folgendermaßen beweisen. 

Man betrachte zwei Kurven r = const., die durch Pg, Pj und 
P3, P4 gehen mögen, imd zwei Kurven t = const. durch P2;P8 i^id 
Pj, P4. (Fig. 23.) Wir tragen von Pj aus auf den Kurven P^ Pj und 
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P^ Pj gleiche Bogenlängen P^ Q und P^ ^ ab und konstruieren 
diejenigen Evolventen beider Kurven, deren Spitzen in Q und (^ 
liegen. Auf der Kurve P3 P^ tragen wir von P^ aus die Bogen- 
länge P2 Ö2 gleich Pg Q ab und fassen Q^ als die Spitze einer 
Evolvente von P^ P3 auf, ebenso tragen wir auf der Kurve P3 P^ 
von Pj aus die Bogenlänge P3 Q^ « P3 ^g auf und konstruieren die 
Evolvente von P3 P4, deren Spitze in Q^ 
liegt. Tragen wir jetzt auf der Kurve 
P4 Pj von P4 aus die Bogenlänge P4 Ö3 
auf, so müssen wir als Endpunkt dieser 
Bogenlänge den Punkt Q^ erhalten, wenn 
jeder Kurve nur eine Evolvente ent- 
sprechen soll. Aber P4 Q^ ist gleich 
P,Q + P,P, + P, P3 - P3 P4. Soll das 
gleich P^P^+PiQ sein, so muß PiPg-f 
Pg P3 gleich Pi P4 + P3 P4 sein, d. h. es 
muß ein Kurvennetz ohne Umwege vor- 
liegen. Alsdann ist jeder Punkt P(t, t) 

der Mittelpunkt eines Kreises, der ein Krümmungskreis sowohl für 
die Evolvente der durch P gehenden Kurve r = const. wie für die 
Evolvente der durch P gehenden Kurve t = const. ist. Die Be- 
rührungspunkte dieser Kreise liegen auf den in P berührenden 
Tangenten der Kurven t == const., t = const. Läßt man die Länge 
Pj Q sich ändern, so erhält man einfach unendlich viele Evolventen- 
scharen von der betrachteten Art. 

Um den in Bede stehenden Satz analytisch zu beweisen, rechnen 
wir die Bogenlänge der Kurven t = const. von einer Kurve ^ =• ^0; 
und die Bogenlängen der Kurven t = const. von einer Kurve t = t^ 
aus. Irgend eine Schar von Evolventen der Kurven t = const. ist 
dann dargestellt durch die Gleichungen: 

t 




y-ü + [Ur)-SVEdtY^^ 



irgend eine Schar von Evolventen der Kurven t = const. wird dar- 
gestellt durch die Gleichungen: 



^ = /i+(v',(0-/v^rf^)f- 



wo ^1 (r) und ^^ (0 willkürlich gewählte Funktionen bedeuten. 
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Sollen die beiden Krümmungskreise dieser Evolventen, die in 

den beiden dem Wertepaar (t, t) entsprechenden Punkten berühren, 

t 

zusammenfallen, so müssen die absoluten Werte von ^i(t) —jyiEdt 

r r- . . . '«> 

und ^2(0 ^ jVG^dt einander gleich sein, und wenn diese Gleichheit 

für jedes Wertepaar {ty t) stattfindet, bilden die Erümmungskreise der 
Evolventen nur eine doppelt unendliche Kreisschar. Setzen wir: 

i t 

so folgt durch Differentiation nach r: 

t 

und hieraus folgt durch Differentiation nach t: 

dt dt 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ergibt sich: 

wenn q eine Integrationskonstante bedeutet. 

Entsprechend ergibt sich, wenn die Ausgangsgleichung zuerst 
nach t und dann nach r differenziert wird, wiederum: 

dx '~ dt ' 

und: 

t 

t2(t)--fVE(t,r^)dt + c„ 

wo Cg eine neue Integrationskonstante bedeutet. 
Aus der Bedingungsgleichung: 

dys dya 

dx ^ dt 
folgt durch Integration: 



VE^f^dt+vm-^o)- 
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Eine noclimalige Integration liefert: 

t t t t 

Jy/Edt -ff^ drdt +jYE(t7iÖ)dt 

t 1 t 

^JyGdt -fvG(t~i)dt +JyE{tr^)dt 

Wir erhalten somit: 

t t t 

^1 W -fVEdt JYGdt -JyE(t, r^)dt + c, 

X 

-M^)-fVGdt + c,--c,', 

es muß also c^^^ (^ sein, und es gibt nur einfach unendlich viele 
Bestimmungsarten der Funktionen ^i(t) und ^gCO- 
Geht man von der Annahme: 

t t 

ti{t) -jYEdt^-^ t.if) +fYGdt 

auS; so ergibt sich die Bedingung: 

dVB 'dVä 

dx '^ dt ' 

und man erhält; wenn sie erfüllt ist: 

t 
txir)=fyG{t„t)dt + c, 

Auch hier sind, dem einen Integrationsparameter c entsprechend, 
nur einfach unendlich viele Bestimmungsarten der Funktionen ^i(tr) 
und ^2(<) möglich. 

§ 24 Drehnngsmittelpnnktsgeraden. 

Wir haben im vorigen Paragraphen zwei Kurvenscharen r == const., 
t = const. betrachtet und jedem Schnittpunkt einer Kurve r = const. 
mit einer Kurve t == const zwei Drehungsmittelpunkte zugeordnet. 
Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die Lage der 
den Kurven r=» const. zugeordneten Drehungsmittelpunkte 
ändert, wenn die Schar ^ = const. durch eine andere Schar 
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ersetzt wird. Da es sich hier in letzter Linie nm Eigenschaften 
einer gegebenen Schar r^const. handelt, werden wir zur Durch- 
führung der analytischen Entwicklungen die Ableitungen nach der 
Bogenlänge s^ (im vorigen Paragraph 6^) der Schar r = const., 
und nach der Bogenlänge s^ (im vorigen Paragraph tj^) der ortho- 
gonalen Trajektorien der Kurven r » const. benutzen. Anstatt die 
hier auftretenden Grundformeln aus denen des Paragraph 19 durch 

die Voraussetzung 9 = y zu gewinnen, wollen wir sie direkt herleiten^ 

indem wir wieder die Schar r « const. als durch zwei Gleichungen 
von der Form: 

gegeben ansehen. Wie die fraglichen Ableitungen zu berechnen sind, 
wenn die Schar t = const. in anderer Weise analytisch festgelegt ist, 
soll im § 26 dargetan werden. 

Für die Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenlänge s^ 
erhalten wir: 

^«J_M dy ^ 1 df^ 
ds^ YE dt ' dsi '^ yiE dt ' 
wo: 

^ -(§)■+(§)■ 

Für die Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenlänge s^ 
gilt zunächst: 

dx dy 1 df^ dy dx 1 df^ 

ds^ ^ "ds^ "" YE dt ' ds^ "" ds^ "" YE dt 

Setzen wir nun: 

dt dt "^ d~i dt ~^' 

df,df,__df,df,_ . 
dt dt dt dt "" ^^ 

^-di + ^-dVJi^> 

daher ist anderseits: 



so daß: 



so folgt: 



dx 
ds. 


^dt+^dt dy ^dt+^dt 
YEJ ' d8^^ VEJ 




dt -^ dt _yE 
ds^ YEj' ds, J 
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Hiemach erhalten wir für die Ableitungen einer beliebig an- 
genommenen Funktion fityt) nach ä^ und s^i 

df(f,t) ^ 1 df^ df{t,T) ^ dt'^ dt 
ds^ yE dt ds^ ^ yEd 

für die Ableitungen einer beliebig angenommenen Funktion f{x, y) 
nach s^ und s^: 

df{x,y) df dx df dy^ df{x,y) ^df dx df dy 
ds^ dx dSi dy ds^ ds^ dx ds^ dy ds^ 

Den Exümmungshalbmesser der Kurven r =» const. bezeichnen 
wir mit p^, den ihrer orthogonalen Trajektorien mit q^. 
Dann ist: 

d*x 1 dy 1 dx d*y 1 dx 1 dy 

dsi* Qi dSi Qi ds^ ds^* q^ ds^ q^ ds^ 

d^x 1 dx 1 dy d^y ^ dy 1 dx 

ds^^ Q^ dSj^ Q^ ds^ ds^* g^ dSi g^ ds^ 

Aus den Beziehungen: 

(^Va. (^yY= 1 ^^ ^^ I ^y ^y ^Q 

KdsJ KdsJ ' dSi dsj ds^ ds^ 

folgt durch Bildung der Ableitungen nach s^: 

dx d^x dy d^y ^ 

ds^ dSy^ ds, ' ds^ ds^ ds^ 

dx d^x . dy d*y 1 

d5j ds^ ds^ ds^ dSi ds^ g^ 

Die Determinante dieser Gleichungen wird, da: 

dx dy dy dx 

d8f ds^ ds^ ds^ 

gleich Eins, und wir erhalten: 

d^x 1 dy 1 dx d^y ^ 1 dx __ 1 dy 

dSi ds^ Q^ ds^ g^ ds^ ds^ ds^ g^ ds^ g^ ds^ 

und entsprechend: 

d^x 1 dx "^ dy d*y 1 dy __ 1 dx 

ds^ds^ g^ dSj^ ^^ ds^ ds^ds^ g^ dsi g^ ds^ 

Um die Regel für den Einfluß der Aufeinanderfolge der Ab- 
leitungen nach «1 und Sg aufzufinden, berücksichtigen wir, daß für 
eine beliebig gewählte Funktion f{x,y) die Gleichungen bestehen: 
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d^f dx dx , d^f /dx dy dy dx \ ^Y dy dy 
^ö^ ds^ da, dxdy Kds^ ds, ' ds^ dsj "" dy^ ds^ ds. 



df d'x df d'y ^ 

"^ dx da^ds^ ' dy ds^ds^' 



d^f ^ d^dx dx^ ay ( dx dy^ dy^ dx\ d^dy^ dy^ 
ds^ds^ dx* d«, dsi dxdy \d«, dSj d«, ds^J "^ ^y* d^i d», 
a/* d*Ä df d^ 



somit erhalten wir: 



ax dSjd«! ^y dSjd«i' 



d*f{x,y) __ dY(a?,y) _ 1 df{x,y) _ 1 dfjx^y) 
ds^ds^ ds^dSi q^ ds^ 9, ds^ 

Da eine Funktion von t und t zugleich eine solche von x und y 
ist, erhalten wir ebenfalls: 

d Y(f, r) d Y(t, T) _ 1 d Af, r) 1 d A^ T) 
d^jd^, ds^ds^ Qi ds^ q^ ds. 

Der direkte Beweis dieser Beziehimg ist etwas umständlicher. 
Man hat nämlich: 



dSi a* dSj' d5, a* d«j ^r ds^' 



_d'x 
ds. 



Px_^dt_ \d% dt d*f^ dt) dfi dH 
\d8^ ds^^ l dt* ds, dtdr ds^i dt ds^ds^^ 



folglich: 



d*x ^ d*f^ dt dt d^dt_dt^ df^ dH df^ d«r 

ds^ds^ dt* dSi ds^ ' dtdt ds^ ds^ dt ds^ds^^ "" ^ds^ds^' 



d*x ^ df^ / d*t _ dH \ _ df, d*x 
dSy^ds^ ds^ds, dt \ds,ds^ ds^dsj dx ds^dSy^ 

8,V \ds,ds^ ds^dsj i/^d«, dSiJ 



d«i l '^ \ds,ds^ ds^dsj yjEds^dSi] ds^y^ds^ds. 

Anderseits ist: 

d*x d*x 1 dx 1 dx 

dSi ds^ ds^ ds, g, ds, p, ds^ 

und beide Beziehungen bleiben bestehen, wenn man x durch y ersetzt. 

Daraus ergibt sich: | 

d*t yiE dH dH 1 , F \ 



ds^ds, Q^J ds^ds^ ds^ds, Qi'^E ^Q^V^ 

infolgedessen entsteht: 

d*f(t,T) d*f{t,r) ^df/ 1_ F \ df yE 

ds, ds^ ds^ ds, dt \g^ y^ Jg^ yE) ^^ ^Q% 

_ 1 df{t,r) 1 df(t,T) ^ 

Q, ds, p, ds, 
was zu beweisen war. 
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Hiermit sind die Begeln für die Benutzung der Ableitungen 
nach den Bogenlängen zweier zueinander senkrechter EurTenscharen 
gefanden. 

Wir betrachten nun außer der Schar x = const. eine zweite Schar, 
deren Bogenlänge mit 6 bezeichnet werde. In einem Punkte P(^, x) 
bilde die dem wachsenden entsprechende Halbtangente der durch P 
gehenden Kurve der zweiten Schar mit der in P berührenden positiven 
Halbtangente der Kurve t = const. den Winkel ^. Wir haben dann 
für die zweite Schar: 

dx , dx , . , dx dy , dy , , , dy 

^^ = cos ^ -j — h sin ^ -T-} :j^ = cos ^ :t^ + sm ^ -7^; 
da ^ dSi ' ^ aSj do ^ ds^ * ^ ds^ 

und die Ableitung einer beliebigen Funktion f von x, y, oder ^, t nach 
der Bogenlänge 6 wird definiert durch die Gleichung: 

df df , . df 

j^ = cos ^-r^ + sm V'-r^* 
da ^ d«! ^ ds^ 

Gehen wir auf der betrachteten Kurve der zweiten Schar von (P) 
aus bis zu einem Punkt (P') weiter, so wird die Bogenlänge 6 einen 
Zuwachs ^<y erhalten. Die durch (P') gehende Kurve der ersten 
Schar möge in (P') von der Tangente (T') berührt werden. 

Man bestimme nun diejenige Drehung der Ebene, durch welche 
(P) in (P'), und (T) in (T') übergeht. Der zugehörige Drehungs- 
mittelpunkt gelangt, wenn man J6 sich der Null nähern läßt, in 
eine Grenzlage, in welcher er der zum Winkel ^ gehörende 
Drehungsmittelpunkt der Kurve t = const. für den betrach- 
teten Punkt (P) genannt werde. Die Koordinaten des zu ^ ge- 
hörenden Drehungsmittelpunktes seien mit x^^ y^ bezeichnet. Wir 
erhalten ihre Werte aus den im § 3 S. 12 für ^q und tjq aufgestellten 
Ausdrücken, indem wir: 



setzen. 



wo: 



1 


= a;, 


v = y, 


ll = iC + 


dx 

dB, 


% = 


-y + 


ds. 


Es 


ergibt 


sich: 
















x^=x 




2/ = 


x + 


dx 





= 6 



r^n=' 



dx dx dy dy 

ds^ da ' dsi da 

dx Wy dy d^x 



da ds^da da ds^da 



Nun ist: 

d^x , d^x , . , d'x /cosil) sinibX dy 

jj , =« COS ^^— 2 + sm tff-5 — 3 — = — ( -]-^^ 

ds^da ^asi* ' ^ ds^ds^ \ q^ q^ J ds^ 

d*y , d^y , . . d*y /cosilj sinapx dx 

, ^ = COS tj-^^+ sm ^ , ^ == ( -)^—' 

ds^da ^ ds^^ ^ ds^ds^ \ Qi Qi J äs^ 
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also: 



r^^ 



und: 



cos i|) sin ij) 
9i 9% 



cos i|) sin a + sin a|) cos a 
^ *" ^ "^ Bin ^ cosT^ ' 

sin ob sin a — cos ob cos a. 
^^ ^ sinif? cosij) 

-5— =■ COS a, -^ = sin a 

gesetzt ist. 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

{xtf, — x) cos a + (y V' ~ y) s^^ ''^ ^ ^^ 



wo: 



sina|} 


cosip 


9i 


9i 


cos 


a|, 


sinij) 


COSif) 



{Xrp — a;) sin a — (y^ — y) cos a = 

Die sämtlichen zu den verschiedenen Werten von ^ ge- 
hörenden Drehungsmittelpunkte liegen daher auf einer 
Geraden, deren Gleichung 



/ f n/cos« sinaX , / , v/sina , cosaX 



1 



ist. Da diese Gleichung befriedigt wird, sowohl wenn wir: 
als wenn wir: 



x^ — X ^ — Q^^m a, y^ — y ^ Qi cos a, 



a;' — a; = P2 ^^^ a, y' — y = Pa sin a 

setzen, so geht die fragliche Gerade durch die zu q^ und q^ 
gehörenden Krümmungsmittelpunkte. 

Durch die gegebene Kurvenschar wird also jedem Punkt einer 

Einzelkurve der Schar, an dem — und — endliche Werte besitzen, 

eine Gerade zugeordnet, die wir die Drehungsmittelpunktsgerade 
nennen wollen. Diese Zuordnung verdient näher untersucht und mit 
!Q§ispielen erläutert zu werden. 

Wir wollen hier nur noch die eine Frage beantworten, wie sich 
die in einemPunkte zugeordnete Drehungsmittelpunktsgerade 
ändert, wenn man statt der gegebenen Schar t » const. eine 
andere Schar zur Bestimmung dieser Geraden benutzt. Den 
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Winkel, unter dem eine Einzelkurve der letzteren Schar eine Einzel- 
kurve der Schar t = const. schneidet, bezeichnen wir mit % die Bogen- 
länge der Kurven dieser Schar mit 5, die ihrer orthogonalen 
Trajektorien mit s', den Krümmungshalbmesser der Kurven der Schar 
mit Q, den ihrer orthogonalen Trajektorien mit q! und setzen: 

dx dx , . dx dy dy , . dy 

^ = cos «p^ + sin 9,^, ^ = cos y ^ + sm 9,^, 

dx . dx , dx dy . dy , dy 

so daß die allgemeine Definition der Ableitungen einer Funktion ^(t,r) 
oder 5 {ix^,y) nach den Bogenlängen s und s' in den Gleichungen: 

d^ d^ , . d^ d^ . dg , d^ 

-^ = cos g? -T^ + sm g> ^f -^ = — sm qp ^^^ + cos g> -=^ 
ds ^ dSi ^ da^ ds' ^ ds^ ' ^ ds^ 

enthalten ist. 

ELiemiach wird die positive Normalenrichtung der Kurven mit 

der Bogenlänge s durch Vermehrung des Winkels q) um — erhalten, 

aber die positive Normalenrichtung ihrer orthogonalen Trajektorien 
soll mit der positiven Tangentenrichtung der Kurven mit der Bogen- 
länge s zusammenfallen, so daß: 

d^x "^ dy d*y 1 dx d^x 1 dx d^y 1 dy 

ds* Q ds ds* Q ds^ ds'* p' ds' ds* ^^ q' ds 

Da: 

d^x ( d*x , . d*x , / dx . dx\ dw \ 

-5p,= cos,, {cos 9^. + sm «p^^^ + (cos y ^ - sm 9^)^) 

, . f d*x , . d*x , / dx . dx\dcp] 

+ «"^9'{cos«;pg5^ + sm9P^, + (cos9,^-sm9>^)^j 

dx ( /l , dcp\ . /l dw\\ 

SO folgt: 

l=cosqp(^ + |j)-sm«p(l-||)), 

und auf demselben Wege ergibt sich: 

-i = smy(^ + |^) + cosy(^-|^)). 

Die dem Punkte {x,y) durch die Kurven mit der Bogenlänge s 
zugeordnete Gerade hat die Gleichung: 

(X^ _ x) /?5t(?L+?) _ 8in(or+qp)\ , , __ s /sin(g + (p) _^ cos(cg + qp) \ ^ ^ 
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Diese Gerade schneide die Tangente der Kurve t = const. in dem 
Punkt mit den Koordinaten: 

X + 1^ cos a, y + ^2 sin «) 
die Normale der Kurve t » const. in dem Punkt mit den Koordinaten: 

a? — Zi sin a, y + ?i cos a. 
Dann ergibt sich als wichtige Folgerung: 

1 1 eJqp 1 1 , d(p 

SO daß auch: 

1 cos qp Bin <p 1 sin <p cos qp 

Aus diesen allgemeinen Sätzen fließen unmittelbar die folgenden 
besonderen: 

1. Wenn ~ gleich Null ist, wenn also der Winkel y sich längs 

jeder Einzelkurve der Schar t » const. nicht ändert, so hat man 
li^ Qi, und die sämtlichen unter dieser Voraussetzung möglichen 
Drehungsmittelpunktsgeraden bilden einen Büschel, der den Krüm- 
mungsmittelpunkt der Kurve t = const. zum Mittelpunkt hat. Ent- 
sprechendes gilt bei der Voraussetzung -^ gleich Null; nur muß hier 

der Fall — = berücksichtigt werden, in welchem die Kurven t = const. 

Parallelkurven sind, und die Drehungsmittelpunktsgeraden parallel der 
Tangente der durch den betrachteten Punkt gehenden Kurve t == const. 
liegen. 

2. Ist der Winkel q> überhaupt konstant, so wollen wir die ent- 
sprechenden Kurven Isogonalkurven nennen. Hier fallen die den. 
verschiedenen Werten von q> entsprechenden Drehungsmittelpunkts- 
geraden alle in eine zusammen, und da jetzt r^ =» q, so ßlllt der 
Krümmungsmittelpunkt der zu dem Werte q) gehörenden Isogonal- 
kurve mit dem zum Winkel q> gehörenden Drehungsmittelpunkt der 
Kurve t = const. zusammen. Die durch einen Punkt gehenden 
Isogonalkurven einer gegebenen Kurvenschar haben daher 
die Eigenschaft, daß ihre zu diesem Punkt gehörenden 
Krümmungsmittelpunkte in einer Geraden liegen, ein Satz, 
der zuerst von E. Cesäro veröffentlicht wurde. (Lezioni di Geometria 
intrinseca. Napoli 1896. S. 116. Vgl. die deutsche Ausgabe dieses 
Werkes „Vorlesungen über natürliche Geometrie" von Kowalewski, 
Leipzig 1901, S. 148.) 

Kreise, deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen, und 
die einen Punkt gemein haben, berühren sich entweder in diesem 
Punkt, oder sie haben noch einen zweiten Punkt gemein. Das erste 



oder: 
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ist bei den zu dem Punkt (t, t) gehörenden Krümmungskreisen der 
Isogonalkurven ausgeschlossen^ da die Mittelpunktsgerade nicht durch 
den gemeinsamen Punkt hindurchgeht. Wir haben daher den zweiten 
gemeinsamen Punkt aufzusuchen. Die Gleichung des zu dem Werte 9 
gehörenden Erümmungskreises ist: 

(s-«+»fr+(,-»-«ifr-.'. 

+ 2{(| - x) sin (a + 9>) - (^ — 2/) cos (a + 9?)}- 0. 

Sie lehrt, daß die zu den verschiedenen Werten von q) gehörenden 
Kreise durch die Schnittpunkte der beiden durch die Gleichungen: 

(g - xy+ (rj - «/)«+ 2pi{(| - a;)sin a - (i^ - y)cos «}- 0, 
(I ' xy+ (1? - y)*- 2(>,{(| - a;)cos a + (i? - y)sin «}= 

bestimmten Kreise hindurchgehen. Der zweite Schnittpunkt dieser 
Kreise hat die Koordinaten: 

COB a sin a sin a cos a 



x,^x + 2-\—^, y^«y + 2_?l Ji-. 

Dies zeigt, daß die Verbindungslinie der Punkte (x,y) und (x^^y^) 
senkrecht zur Drehungsmittelpunktsgeraden der Kurve t = const. 
steht. Die Gleichung der letzteren Geraden in der Normalform ist: 

, , . / cos a sin a \ . / sin a , cos a \ ^ 



y 






Der Punkt {x,y) liegt auf der negativen Seite der Geraden und 
hat von ihr den senkrechten Abstand — ; der Punkt (x^f y^) 

liegt auf der positiven Seite der Geraden und hat von ihr denselben 
Abstand. Man erhält also den Punkt (x^yy^)^ indem man vom Punkte 
(x^y) aus ein Lot auf die Drehungsmittelpunktsgerade fällt und es 
um sich selbst über die Gerade hinaus verlängert, ein Ergebnis, das 
geometrisch offenbar ist. 

Der Punkt (x^, y^ hat noch eine weitere wichtige, von G. Scheffers 
bemerkte Eigenschaft, die wir im folgenden Paragraphen herleiten 
wollen. 

▼. Lilienihal, Differentialgeometrie. I. 10 
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Wir zeigen noch, daß der im Paragraph 19 S. 113 für — auf- 
gestellte Ausdruck, nämlich ^ -\ f mit dem Ausdruck für über- 

einstimmt. Es ist: 

dw dm . . da 

da^ ^ dsi ' ^ afij? 

aber q^ ist, da wir hier die positive Normalenrichtung der zu (p ge- 
hörenden Kurven entgegengesetzt der damals benutzten genommen 
haben, gleich — q. Daher entsteht: 

1 cos 9 , sin qp 1 

Beide Berechnungsarten liefern somit denselben Drehungsmittelpunkt. 

§ 25. Zerlegung einer doppelt nnendliclien Ereisscliar in Scharen 
von Erttmmungskreisen. Aqnitangentialknr?en. 

Im § 16 S. 79 stellten wir eine einfach unendliche Schar von 
Kreisen durch die Gleichung dar: 

(a;-(]Pi)»+(y~ 9>2)^=9>'- 

Wir betrachteten ^j, tp^, (f als Funktionen der Bogenlänge der 
Mittelpunktskurve und fanden, daß die Schar aus den Krümmungs- 
kreisen einer Kurve besteht, wenn 9>'*== 1 ist. 

Gegenwärtig sehen wir (p^^ und q>2 als Funktionen zweier Ver- 
änderlicher t und r an und schreiben, damit keine Verwechselung 
mit dem im vorigen Paragraphen benutzten (p vorkommt, g)Q statt q) 
Wir fragen, unter welchen Umständen es möglich ist, die Ver- 
änderlichen t und T so als Funktionen zweier neuer Veränderlicher 
6 und d' zu bestimmen, daß 1. jede Kreisschar d' = const. aus den 
Krümmungskreisen einer Kurve besteht, und 2. daß 6 die Bedeutung 
der Bogenlänge der zugehörigen Evoluten besitzt. 

Die erste Forderung drückt sich in der Beziehung aus: 

^^^ 'Wdö'^ dt da'^^' 

die zweite in der Beziehung: 

+{(^)*+(%r)(ij)*->- 

Die Gleichung (1) ersetzt hier vollkommen die Forderung y^'* = 1, 
da man durch Ersetzen von <s durch — ö für y^' den Wert — 1 erhält. 
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Subtrahiert man die quadrierte Gleicliiing(l) von der Gleichung (2) 
und setzt: 

so ergibt sich: /^A« „, 3« Sr ^ f^r^» ^ 

Indem wir mit X eine noch zu bestimmende Funktion bezeichnen, 
ersetzen wir die letzte Gleichung durch die folgenden: 



dt , -L dt ^ dt -L dt , dt ^ dt 

a 

so daß: 



dt , -lOt ^ dt -L dt , dt ^ dt 

da da da da da da 



(■''-'■)^+'^-0' 



und damit: ,« ,, 

;L*= 6'— ac. 

Wenn b^— ac < 0, ist die Lösung unserer Aufgabe unmöglich. 
Um die geometrische Eigenart des Falles 6*--ac = aufzufinden, 
nehmen wir (jp^ = ^, 9P2 = r, was natürlich stets gestattet ist, und er- 
halten: /Q v8 ^ ^ 

Für 6^— ac = haben wir also: 

d. h. nach § 26 S. 164 daß die Kurven q>Q = const. eine Schar von 
Parallelkurven bilden. Nun sind t und r die Koordinaten der Mittel- 
punkte der Kreise. Eine Kurve q>Q = const. ist daher der Ort der 
Mittelpunkte derjenigen Kreise, deren Halbmesser gleich dem Werte der 
Konstanten ist. 

Die für X = und (pi=^'tj (P2=^'^ geltenden Gleichungen: 

da da ' da da 

gehen über in die Gleichungen: 

/dq>o\^dt d(p^ dq>^ ^^ — O 

\W) d^^TT dt da"^' 

dtp^ d(p^ dt (d(PoYdt _^ 

dt dt da'^KdtJ da ^' 

10* 
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Wenn ^ bestandig gleich NuU ist, folgt ^ « ± 1 und |^ « 0. 

Die Kreise berühren hier sämtlich die ^- Achse, oder, was das- 
selbe ist, die :z:-Achse; jeder Punkt dieser Achse spielt die Rolle 
einer Kurve, deren Krümmuugskreise alle Kreise sind, deren 
Mittelpunkte auf einer durch ihn hindurchgehenden Parallelen zur 

y- Achse liegen. Entsprechendes gilt im Falle -S^- =» 0. Nach Aus- 
schluß dieser Fälle werden die letzten beiden Gleichungen durch 

die eine: ?%li_£?i^„o 

dt da dt da 

vertreten. Diese stellt aber die Differentialgleichung der orthogonalen 
Trajektorien der Schar g>Q = const. dar, somit eine Schar gerader 
Linien. Jede dieser Geraden ist die Mittelpunktskurve einer Kreisschar 
-d" = const. Die gegebenen Kreise bestehen hier aus den sämtlichen 
Kreisen, die eine Kurve berühren. Jeder Punkt der Kurve spielt die 
Bolle einer Kurve, deren Krümmungskreise alle die Kreise sind, deren 
Mittelpunkte auf der durch den Punkt gehenden Normalen der ersteren 
Kurve liegen. 

Dasselbe Ergebnis folgt auch so. Die Koordinaten der von den 

Krümmungskreisen berührten Kurven sind, weil k- = -^; ^ = -^ 
die folgenden: 

(3) X^t-^,^-^, y = ,_y„^. 

Aber: 

dx_dt ( g'yp , /^yc\'\ ^^ (^ ^*^ydq>^dq>^\dT 

ä7"~äir""v9'o dt^ '^Kdti jda'^K^^dtdi^'dV'dTjd^ 
~\\dr) ^^dt^l dt "K^^dtdt'^'dV'drj'dV 

Ebenso folgt, daß ^- verschwindet. Die den einzelnen Werten 

von d' entsprechenden Evolventen werden daher durch Punkte ver- 
treten, die auf der durch die Gleichungen (3) dargestellten Kurve 
liegen. 

Setzen wir nun b^—ac>0 voraus. Für die späteren Anwendungen 
empfiehlt es sich, eine kleine Änderung der Behandlungsweise ein- 
treten zu lassen. Wenn die gegebenen Kreise irgendwie aus einer 
Kurveoschar r = const. hergeleitet sind, kann man statt der Differen- 
tiationen nach t und r die Ableitungen nach den Bogenlängen s^ 
und $2 benutzen. Es sei allgemein: 

da ds^ ds^ 
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Dann folgt an Stelle der Gleichung (1): 

und da: 

so wird die Gleichung (2) durch die folgende vertreten: 

H-1(Ä)'+(I?)*)--1- 
Wir setzen: 

d(p^ d(pt d(p^ d(p^ d(p^ d<Po ^, 
dSi ds^ "^ (i«! d5, ds^ ds^ ^' 



m'^^r-m'-'^- 



Wenn 6* — ac > 0, so ist auch b^^ — a^ c^ > 0. Man sieht dies 
am einfachsten ein, wenn man die Kurven t =» const. senkrecht zu 
den Kurven t =» const. nimmt, was immer gestattet ist. Alsdann 
hat man: 

df_^_}_df df ^ 1 df 

ds^ YEdt' ds^ yädt' 
- a. = — a, 0, = ,— ,— 0, Cj = — c, 



W-a^c^^4äQ>^-ac) 



EG' 

Da E und Q positive Zahlen sind, besitzt hiemach h^ — «i ^ das- 
selbe Vorzeichen wie 6* — ac. 
Wir haben nun: 

«1 m^ + 2\ mn + c^ n* =» 0, 
d. h. 

a^ w + 6i w « — Xi w, 6i m + Cj w = ^ m, 

X^ = 6i^ — »1 c^. 
Es folgt somit, daß: 



ist, wo « die positive oder negative Einheit bedeutet. 
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Zwischen m und n bestehen jetzt die beiden Gleichungen: 

a^m + (&! + «y^i^— ttiC,) w = 0, 

somit ergibt sich, wenn die Determinante der Gleichungen nicht ver- 
schwindet: 



(4) 






w = 



(^+.yv=^)^-«.^ 



Verschwindet aber die Determinante^ so gilt die Gleichung: 

('>/3?-«.|?)-C.'-».«.)(^)" 
Setzt man: 

<^yi <?yo _ dq}^ dfff^ ^ , d(p^ d(p^ ___ dtp^ d% _ , 
ds^ ds^ ds^ dSi ^' ds^ ds^ ds^ ds^ *' 

d(Pi dqpg ^ d^j dy, _ , 
dfij ds^ ds^ dSi ^' 

so geht die letzte Gleichung in a^ {d^ + ^2*) = über. 

Wenn d^ und d^ zugleich verschwinden, muß auch d^ ver- 
schwinden, und damit auch 6i* — «iCi, was gegen unsere Voraus- 
setzung verstößt. Als erste Bedingung für das Verschwinden der 

Determinante folgt daher a^ == 0. Wäre jetzt -^ = 0, so würde sich 

•^ = und ^— = ergeben, und weiter h^ =» 0, sowie h^—a^c-^^ 0. 

Als zweite Bedingung erhalten wir somit \+ bY^^O oder 

^1 = - K 

Die Werte von m und n ergeben sich jetzt aus den Gleichungen: 

ds^ ' d«, ' 

2\m + CjW = 0. 

Die hier auftretende Determinante kann nicht verschwinden. 
Anderenfalls hätte man: 

dsJ'^KdsJ \\\d8j'^\d8j \ "^{ds^ ds^~^ ds^ ds, J 

\dsj UsJ' 
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Die linke Seite dieser Beziehung ist gleich: 

somit gewinnt die Beziehung die Form: 

d. h. es ist entweder 6^ = 0, oder 6^ ist imaginär. 
Wir erhalten für a^ = und A^ = — ij: 



(5) 



m = 



n 





-26. 
• 26. 


dSf 


c ^'^0 

^« ds. 


-26. 


ds. 



Den beiden Werten von e entsprechend, gibt es auf jedem der 
gegebenen Kreise zwei Punkte, in denen er je eine Kurve als Bjrüm- 
mungskreis berührt. Ist daher eine Kurvenschar r == const. durch die 
Gleichungen x = /i(/, t), y = /g(^, r) gegeben, so sind die Krümmungs- 
kreise der Kurven r = const. zugleich die Krümmungskreise einer 
zweiten Kurvenschar. Um letztere zu bestimmen, setzen wir: 

9i = /i - 9i sin «> 92 = ^s + Qi cos a, q>o =- q^. 
Da: 

SO folgt: , ^ , vs 

„.-0, »,-||, 0.-1 + 21^ + ©', 

Die Koordinaten eines Berührungspunktes sind: 

^ = 9i - Vo-ä^' y = ^2 - <3Po -ab- 
setzen wir: , 

so kommt nach (4): 

d. h. a; = 9Pi + gPo sin a =- /;, y = 9P2 — 9o cos a = /^g, 

und wir haben es mit dem gegebenen Berührungspunkt auf der 
Kurve x = const. zu tun. 
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Nehmen wir: 



'^Vb^ir^^^-^^ 



so folgt nach (5): , ^ v « ^^^ 



+fe)+'S 



m = — ;^ — ^^ ; — ^—} n = 



-2 



und damit: 



, n = — —} 

cos o: Bin a • sin o: . cos a. 

(6) a:^-/;+2 "Y""7^ > J/' = ^+2^^-^- 

Diese Ausdrücke stimmen mit den Torhin für x-^ und y^ gefundenen 
überein. Der zweite Berührungspunkt fällt daher mit dem 
zweiten Schnittpunkt der zu dem Punkt oo^fi,y = f^ ge- 
hörenden Krümmungskreise der Isogonalkurven zusammen. 
Zugleich aber ist der Punkt (a?i, yi) der zweite Berührungs- 
punkt für alle zum Punkt (/i,/^) gehörenden Krümmungs- 
kreise der Isogonalkurven*); deim setzen wir in den vorstehenden 
Ausdrücken statt a die Zahl a + g>f so kommt: 

C0B(cg-f qp) sin (a + qp) 

^y=/i+2 ^— j j— ^ ^x', und y<p^y'. 



q'^'+ g^ 



Um die Differentialgleichung derjenigen Kurven aufzustellen^ deren 
Krümmungskreise mit denen der Schar t =» const. zusammenfallen^ 
haben wir die Tangente des zum Punkte (/i^^) gehörenden Krüm- 
mungskreises in dem durch (6) bestimmten Punkte (a;',y') zu bestimmen. 



Man erhält' 












x'- 


91 = 


x'- 


-fi + 


9i 


sin a 


= 


y'- 


92 = 


y'- 


-U- 


Qi 


cos a 






2 COBOC 


-Pi 


"•"Hp/ 


^) 


9. 


2aiaa 
9. 


1 

+ 9i 




-^) 



und die gesuchte Differentialgleichung ist die folgende: 

{ — sin a ( — j =) I dx^ + { -|- cos a ( — 5 5) 1 dy'= 0, 

oder kurz: . ^ 1 \ 

*) Die Arbeiten von G. Scheffers über Isogonalkurven und Äquitangial- 
kurren befinden sich in den Berichten der mathematisch -physischen Klasse der 
Königl. Sachs. Gresellschaft der Wissenschaften zu Leipzig 1898 S. 261 und 1904 
S. 105, sowie in den mathematischen Annalen Bd. 60, 1905, S. 491. 
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Hieraus erhalten wir die Differentialgleichung der Kurven^ deren 
Ej-ümmungskreise mit den Erümmungskreisen der zu dem Winkel q) 
gehörenden Isogonalkuryen zusammenfallen, indem wir statt a setzen 
a -{■ (p, sowie q und q^ statt q^ und q^. Es ergibt sich: 

{a^ cos 9? + «2 sin y) dx^ + {a^ cos 9? — «^ sin 9p) dy ' = 0. 

Dies ist aber die Differentialgleichung der Eurven, welche die 
Integralkurven der vorigen Gleichung unter dem Winkel — q> schneiden. 
Durch die Forderung der Gemeinsamkeit der Erümmungs- 
kreise werden daher Isogonalkurven wieder inisogonalkurven 
übergeführt. 

Ein zweiter von G. Scheffers gefundener Satz, der auf der Forderung 
der Gemeinsamkeit der Erümmungskreise beruht, bezieht sich auf die 
von G. Scheffers mit dem Namen Äquitangentialkurven belegten 
Eurven. Tragen wir auf jeder Tangente jeder Einzelkurve t =» const. 
von ihrem Berührungspunkt aus eine konstante Strecke mit der Maß- 
zahl Ä ab, so wird jedem Punkt (^1,^2) ein Punkt mit den Eoordinaten: 

(7) x-^g^^f^ + h cos a, y = g^=f^ + h^ma 

zugeordnet. Wir suchen nun die doppelt unendlich vielen Punkte 
(ffif92) s^ *^^ einer einfach unendlichen Schar von Eurven anzuordnen^ 
daß die Tangente einer solchen Eurve in einem beliebigen Punkt 
(ßuffi) zusammenfallt mit der im zugehörigen Punkte (/i,/^) berührenden 
Tangente der durch den letzteren Punkt gehenden Eurve t = ponst. 
Die Differentialgleichung dieser Äquitangentialkurven ist: 

Um die Erümmungsverhältnisse der Äquitangentialkurven und 
ihrer orthogonalen Trajektorien zu untersuchen, bezeichnen wir die 
Bogenlänge der ersteren mit 6^, die der letzteren mit tfg. 

Wir setzen allgemein: 



Hiernach ist: 



M^^^m^ + fu^. 
d«. "** flf«, + ^ ds^ 



dg, I ÄBina\ /, Ä\ . 

Damit: 



werde, ist: 



T^ = cos a, j^ = sin a 



154 Erster Teil. Ebene Kurven. 

zu nehmen. 

Ferner hat man: 

5^ = m, (sin « + -^) + „, (1 _ _) cos a. 

Damit: 

-^ = — sm a , j^ = cos a 
werde, ist: 

ZU setzen. Jetzt ergibt sich: 

d*gi dcosa — sina , hg^ sina P« • 

d*a. d sin a 1 

^Ti == TZ — = i: COS a. 

Die Krümmung der Äquitangentialkurven werde mit —y die 

Krümmung ihrer orthogonalen Trajektorien mit — bezeichnet. Dann 
folgt: ' 

Die Krümmungskreise der Äquitangentialkurven sind zugleich die 
Krümmungskreise einer zweiten Kurvenschar. Der zweite Berührungs- 
punkt auf dem im Punkte {gi^g^ berührenden Krümmungskreise hat 
die Koordinaten ((6)S.162): 

n , 2 /COS« sina\ n , 2 /sina , cos a\ 

oder: 

/ 1 1 \ , 2 . 
I — i i I cos a H sm a 



/ 1 1 \ . 2 

( — i ;) sm oc COS a 






Hier sind die Koeffizienten von h, wie aus den S. 152 für a/ — 9>i 
und y' — 9?2 aufgestellten Ausdrücken hervorgeht, die Bichtungs- 
kosinus der im Punkte (x', j/') berührenden Tangente des zum Punkt 
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(fi> fi) gehörenden Erümmungskreises der durch diesen Punkt gehenden 
Kurve t » const.; somit bedeutet h die Maßzahl des Abstandes der 
Punkte (a;", y") und (a;', y'). Die Koordinaten des zum Punkt (g^, g^) 
gehörenden Krümmungsmittelpunkts der Aquitangentialkurve sind: 

rz; = /i + Ä cos a — ??-^-"^ sin a, y ^ fi^ + h sin a+ ^^ ^^* "" ^ cos a. 

Man findet durch eine einfache Rechnung: 

a;"_ a..(^'- 9>,)(l -1), y"-y=. (t^'- y,)(l -i), 

folglich berührt der Krümmungskreis der Äquitangentialkurve im 
Punkte {x"y y") die im Punkte (x\ y') berührende Tangente des 
Krümmungskreises der Kurve r = const. 

Durch die Forderung der Gemeinsamkeit der Erümmungs- 
kreise wird somit einer Schar von Aquitangentialkurven 
der Schar r = const. eine zweite Schar von Kurven zu- 
geordnet, die aus den zu demselben Werte von h gehörenden 
Aquitangentialkurven derjenigen Schar von Kurven besteht, 
die durch jene Forderung aus der Schar t = const. her- 
geleitet ist. 

Beispiele. 1. Das naheliegendste Beispiel bilden die Parallel- 
kurven. Es seien x^^ und y^ die Koordinaten einer ebenen Kurve. 
Wir setzen: 

und verstehen unter t die Maßzahl der Bogenlänge, unter Qq den 
Krümmungshalbmesser der Kurve (xQ,y^. Die Schar der zu dieser 
Kurve parallelen Kurven wird dargestellt durch die Gleichungen: 

so daß: 

Es sei e gleich der positiven oder negativen Einheit, je nachdem 

1 — — positiv oder negativ ausfallt. Wir erhalten dann gemäß § 24 S. 139 

für die Ableitungen einer Funktion f(t, t) nach den Bogenlängen s^ 
und ^2 der Kurven t =» const., t = const.: 

dfit,T) B df df(t,r) df 



Ol as, 

^0 



d«! i__L^*' ^*« ^^ 
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und für die Ableitungen der Koordinaten: 

dx , t dy . f dx . f dy , , 

d*x — i|j,' ^ 8 dx d^y ^ ^ 
folglich: 

Der Leser möge sich an dem Beispiel einer Ellipse die durch 
die beiden Werte von £ bedingten Richtungsyerhältnisse klar machen. 
Setzen wir: o: » a cos #-, y = b Bind" und nehmen die Bogenlänge t 
mit d" wachsend, so geht in einem Punkt P des ersten Quadranten 
die positive Tangentenrichtui^ nach der positiven y -Achse hin, die 
positive Normalenrichtung nach dem Krümmungsmittelpunkt P^ hin. 
Die Parallelkurven der Ellipse, welche die von P^ durch P gelegte 
Halbgerade schneiden, gehören entweder zu einem negativen r, 
oder zu einem positiven r < Qq. In ihren Schnittpunkten mit 
der Halbgeraden ist ihre positive Halbtangente parallel der positiven 
Halbtangente in P, die entsprechenden Krümmungshalbmesser sind 
positiv. Bei den Parallelkurven, welche die der vorigen entgegen- 
gesetzt gerichtete und von P^ ausgehende Halbgerade schneiden, ist 
r > Qq] die positive Tangentialrichtung ist in den Schnittpunkten der 
in P angenommenen entgegengesetzt, ebenso die positive Normalen- 
richtung, € wird gleich — 1^ und die Krümmungshalbmesser q^ sind 
positiv. 

Der zweite Berührungspunkt des zum Punkt (o?, y) gehörenden 
Krümmungskreises der Kurve r =» const. hat die Koordinaten ((6) S.152): 

o/ == ^j - T^g' ~ 2pi e^g', y = ^2 + T^/ + 2pi £ ^/; 

er liegt daher dem ersten diametral gegenüber; die Kreistangenten in 
beiden Berührungspunkten sind parallel. 

Um die Kurvenschar zu finden, deren Krümmungskreise mit 
denen der gegebenen Schar zusammenfallen, haben wir die Gleichung: 

dx' ij;/ 

ZU integrieren. 
Da: 

so folgt: 

d^ = {^/ (l - ^^) -2^t,'}dt + < dx,- 

H- {v,'(l -^) + 2^<) dt - ifldx. 
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Die vorige Differentialgleichung ist daher gleichbedeutend mit 
der folgenden: 

d.h. 

wenn wir mit — %^ die Integrationskonstante bezeichnen. 

Setzt man diesen Ausdruck von t in die Ausdrücke von x^ und 
y' ein, so kommt: 

die zweite Schar fällt somit mit der ersten zusammen. 

Dies Ergebnis war auf Grund des Satzes (S. 33), daß jeder 
Krümmungskreis einer Evolvente zugleich ein Krümmungskreis einer 
anderen Evolvente ist, vorauszusehen. 

Da die Krümmungsmittelpunkte jeder Parallelkurve der gegebenen 
Kurve mit denen der letzteren zusammenfallen, so fallen die Geraden, 
welche durch die zu pj und q^ (« oo) gehörenden Krümmungs- 
mittelpunkte gelegt sind, mit den Normalen der Evolute der gegebenen 
Kurve zusammen. Um die Krümmungsmittelpunkte von 
Isogonalkurven der parallelen Kurven zu finden, hat man 
daher nur ihre Normalen mit jenen Evolutennormalen zum 
Schnitt zu bringen. 

Da die orthogonalen Trajektorien einer Schar von 
3)arallelen Kurven aus Geraden bestehen, so sind hiermit auch 
die Krümmungsmittelpunkte der Isogonalkurven einer 
Geradenschar gefunden 

Fassen wir nun die Äquitangentialkurven einer Schar von 
Parallelkurven ins Auge. Tragen wir auf der zum Wertepaar {t, r) 
gehörenden Tangente der Kurve t = const. vom Berührungspunkt 
aus eine Strecke mit der Maßzahl ä ab, so erhalten wir einen Punkt, 
dessen Koordinaten: 

sind. Die Differentialgleichung der zu h gehörenden Äquitangential- 
kurven, nämlich: 

erhält die Gestalt: 

somit: 






WO d- eine Integrationskonstante bedeutet. 
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Wir berechnen die Koordinaten (x^, y^) des Erümmungsmittelpnnkts 
einer Kurve & = const. Die allgemeinen Formeln liefern: 

dt ae« W a«« dt dt^ dt dt^ 

Man hat: 

■.?-*.■-'^+^.■-^.■-*.■('-Ä:)• 

folglich: 

^1 = ^1 - Po ^2' + Ä^i'; ^1 == ^2 + Po^i' + Ä^a'- 

Die Krümmungsmittelpunktskurve {x^^ y^) ist daher eine Parallel- 
kurve der Evolute der Kurve (^1, ^^). Es besteht also der Satz: 
Die Äquitangentialkurven einer Schar paralleler Kurven 
fallen zusammen mit den Evolventen der Parallelkurven der 
Evolute der Schar. 

2. Als zweites Beispiel betrachten wir eine Schar konfokaler 
Parabeln. Es sei: 

x^t^—r^, y^2tr] 
dann ist: 

E^A{t^+z^)^G, -F=0. 

Für die Schar t =» const. erhalten wir als allgemeine Definition 
der Ableitungen einer Funktion f(t, t) nach ihrer Bogenlänge s^ und 
der ihrer orthogonalen Trajektorien s^\ 

df(t,r) _ 1 df dfit,t) ^ 1 df 

ds^ 2 1/** + 'r*^^ 

Daher: 

dy ^ t ^ 

dsi yt*+T* 

dy _ t 



ds. 


dx t 




dx — T 




d^x r» 



somit: 



ds^ yt* + t^ 
— r dx 

ds,' -^ 2{t'+Ty'' 2{yi^^+W di;' 

d^x -t* _ -t dx 

ds,'^2{t' + ty^2(yi^+i^yds,' 

1 -T 1 -* 



9i 2(yt* + r*y Qt 2(y*H^)' 
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Für dieEoordinaten des zweiten Berührungsponktes derErümmungs- 
kreise ergibt sich: 

x^ 3 (^*- r«) 3a:, y' 6^r 3y. 

Die Koordinaten des Erümmungsmittelpunkts sind: 

daher : o / 

Die DifPerentialgleichong der Schar, deren Krümmangskreise mit 
denen der Schar x •= const. zosammenfallai, i^mlich: 

(x' - x^ dx' + (y' - yj dy' = 0, 

nimmt hier die Form an: 

2txdt + {r*-t^dT='0, 

o^«'^^ dt* t* ^ 

Das Integral dieser linearen Differentialgleichung ist: 

wo d' den Parameter bedeutet. Die Gleichung der in Rede stehenden 

Schar ist: »^..t 

(a^ + y*)«+ ^»a; (a;«+ y«) - ^ = 0; 

sie wird^ wie die vorletzte Gleichung zeigt^ durch eine Ereisschar in 
der ^,r- Ebene abgebildet. 

Tragen wir auf der zum Wertepaar (tjt) gehörenden Tangente 
der Kurve r » const. vom Berührungspunkt aus die Strecke h ab, so 
ergibt sich ein Punkt mit den Koordinaten: 



wo: 



Die Gleichung der Äquitangentialkurven, nämlich: 



erhält die Form: 
oder: 






w \ w/ ' 



4 

:= 2rdr. 



(V'+(l)') 
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Das Integral dieser Gleichung ist: 

Die obigen Ausdrücke für x^ und y' führen zu einer vielleicht 
noch nicht bemerkten Konstruktion der Erümmungsmittelpunkte einer 
Parabel. Hat letztere, wie hier, die Gleichung: 

y'^Ax^x + T^), 

so ist der Punkt mit den Koordinaten — Sx, — 3«/ ein Punkt des 
Krümmungskreises, und da die Normale der Parabel bekannt ist, 
ist es auch damit der Krümmungsmittelpunkt. Schreiben wir p 
statt 2t^, und ersetzen x + z^ durch x, so findet sich, daß bei der 
Parabel mit der Gleichung: 

y^= 2px 

der Punkt mit den Koordinaten — 3y, — 3x + 2p auf dem zum 
Punkte (Xf y) gehörenden Krümmungskreise liegt. 

§ 26. Allgemeines über Ableitungen nach Bogenlängen. 
ParallelkurTen. Isotherme Euryen. 

Wir haben im § 19 die Ableitungen nach den Bogenlängen zweier 
durch Gleichungen von der Form: 

festgelegter Kurvenscharen definiert, sodann im § 24 die Ableitungen 
nach der Bogenlänge 5^ der Kurven r =* const. und der Bogen- 
länge «2 ihrer orthogonalen Trajektorien. Wie sind nun die Ab- 
leitungen nach s^ und s^ zu berechnen, wenn die Schar r == const. 
durch eine Gleichung von der Form: 

f{x, t/) = r 

oder, wenn sie durch eine gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung festgelegt ist? 

I. Bei der Darstellung einer Schar durch eine Gleichung von der 
Form f{Xy y) = r haben wir gemäß § 14 S. 63 für die Richtungskosinus 
der positiven Halbtangenten und positiven Halbnormalen die Ausdrücke: 

dx dy ^ J^_ ^ , 



dl dl 

dx dx dy dy 



ds^ T /7^7ST~~7^7\« ds, 



vm^' - vw^ 
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Zur Abkürzung werde: 

gesetzt. Die Definitiousgleichungen für die Ableitungen einer be- 
liebigen Funktion ^{x, y) von x und y nach den Bogenlängen s^ 
und s^ sind: 

d%{x,y) d%dx d%dy 1 [d^df d%df\ 

ds^ doDßds^ dy ds^ w\dxdy dydxf 

d%(x,y) ^d%dx d^dy 1 (d^ df d^df\ 

d«, dx d«, * dy ds^ w \^ dx dy dy 1 

Um die Krümmungshalbmesser der Kurven r = const und ihrer 
orthogonalen Trajektorien zu finden, berechnen wir die zweiten Ab- 

d^x d^x 
leitungen ^., ^.. 

Man hat: 

K 
d*x d_ dy 

dSj* ds^ w 

daher: 

dSj' w^\dy\ dxdy dy dx) dx\ dy* ^dyjl 
Da: 

df d^f dfd^f^ df d^f , ^^_^/_av , ^\ 

dy dxdy dxdy* dydxdy'^dxdx* dx\dx*~^ dyy 

"^dx dx\dx*'^'^*r 

so erhalten wir: 

dl dfdw^dldw^ d^ d*i 

d*x ___ dx f dx dx "*" dy dy dx* ' dx* \ 

d$i*~~ w \ w* w I 

df ^ I ^ 

__ dx idlogw dx*'^dy* \ 
~~ «? i dsj "" w i 

Man hat ferner: 

d*x d dx 



ds^* ds^ w 

'^ w'^XdxK^dx* dxdx]^ dy\rdxdy dxdy)] 
==Jl_/ ^djiD _fdf\^djw_d£dldjiß\ 
w'\ dx , \dx) dx dxdydy) 
df/d£dw_dfdw\ d£ 

__ dy\dy dx dx dy) dy dlogw 

w^ w ds^ 

T. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 11 
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Da nach § 24 S. 139: 




SO erhalten wir: 


d^x 1 dx 
d«i"~ Pi ^h 

X dlogw 
Vi ^ d8^ 


d^x 1 dx 




X 


(2 log «7 




Q% 


dB, 



Wir wollen hier noch zeigen^ daß der für — gefundene Aus- 
druck mit dem Ergebnis im § 20 übereinstimmt. Dort betrachteten 
wir zwei Scharen x » const, t » const. und nannten ihre Krümmungs- 
halbmesser Q^ xmd (»2; ^^ 9t bezeichneten wir den Krümmungshalb- 
messer der orthogonalen Trajektorien der Kurven t = const. Im 
gegenwärtigen Fall nehmen wir als Kurven t » const. die Parallelen 
zur y- Achse, so daß: x=- 1 Die Funktion fi(t,r), welche das y liefert, 
ist aus der Gleichxmg: 

za berechnen. Für ihre Ableitoi^^en nach t und t erhalten wir die 
Beziehungen: ^,K^^q E^ = i 

dx dy dt ' dy dr 

Die Krümmung — der Kurven t = const. ist hier gleich Null, 

statt des früheren q^ ist das oben benutzte q^ zu setzen. Die im § 20 
S. 119 entwickelte Formel (5) für die Krümmung der orthogonalen 
Trajektorien der Kurven t = const. nimmt also die Gestalt an: 

1 1 /cos 9 dtp 



(cos 9 I »9\ 



Q^ Sin qp 

Man hat: d£ 

d-y 

dx ~ ^' ar ^ ar "" df 



"" dl' 

dy 



dx dl 

Damit —= gleich — ; d. h. gleich — ^ werde, müssen wir an- 
yE ds. w 

nehmen, daß ^ positiv sei. Dies kann stets erreicht werden, da sich 

die Schar x = const nicht ändert, wenn statt f geschrieben wird — f. 
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Es ist somit: 

dy dy 

zu setzen. Dadurch ergibt sich: 

dl dl 

dx . dy 

cos Gp = 7 sm op = — '-* 

^ w ^ w 

Die Ableitung einer Punktion von x und y nach der Bogen- 
länge 62 wird hier gleich ihrer partiellen Ableitung nach «/. Wir er- 
halten daher aus der Gleichung für cos 9 die Beziehung: 

/ df ay dfd'f\ 

dtp 1( aV dfdxdxdy'^dydy*] 

"~ w'^dyyjdx dx\dx*^ dyVr 
so daß: 

d(p aiog«? df dx**dy^ 

dö^ dx dx w* 

Der obige Ausdruck für — ergibt: 



1 _ w 

dy 
Aber: 



df / ^j^^ ^4.^\ 

__ ^x^l dlogw _ dx*'^dy* \ , aiogt<; _ dfdx^'^dy^ I 

w \ ds^ w / dx dx w^ 1 



_ ^ df dlogw . dlogw _ J_ i df /df dlogw dfdlogw \ aaiog«?^ 
w dx ds^ dx tö* 1 dx\dx dx ' dy dy / ' dx J 

1 df dlogw 

w dy ds^ 

Daher, wie oben gefunden: 

1 dlogw 

Anwendungen. 

1. Parallele Kurven. Die Schar r = const. besteht aus parallelen 
Kurven, wenn die Schar ihrer orthogonalen Trajektorien aus geraden 

Lmien besteht, wenn also — verschwindet. Die hierzu nötige Be- 
dingung: 

11* 
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dw 
oder: 



äs. - ^' 



^x dy dy ^x 

verlangt entweder^ daß zwischen w und f eine Gleichung besteht, 
oder, daß w konstant ist. 

Im letzteren Falle läßt sich die geometrische Bedeutung von f 
leicht angeben. Sind nämlich: 

die Gleichungen einer Kurve mit der Bogenlänge s, so wird die Schar 
ihrer Parallelkurven durch die Gleichungen: 

x^g^ — hg^\ y^gi + ^gi 
dargestellt. Aus den Beziehungen: 

dx ds .dxdh ^ 



oder: 



folgt: 



dsdx dhdx'^ ' 
,/- h\ ds I dh ^ 



dh , 

Aus den Beziehungen: 

d3cdß_ . dx dh _ ^ 



oder: 

folgt: 

somit haben wir: 



ds dy dhdy 

ds dy'^ dhdy'^ ^' 
,/- h\ ds f ^Ä A 

,/, h\ ds , , dh ^ 
dh_ , 



Wenn also {JA + \J-\ = 1, so bedeutet f die Maßzahl der 
Bogenlänge der orthogonalen Trajektorien der Kurven 
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:J-\ + (^j =» c*, WO c eine Konstante be- 
zeichnet, so bedeutet f diese Maßzahl multipliziert mit c. 

Setzen wir z. B. die Gleichung der Schar aller Kreise, deren Mittel- 
punkt mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfallt, in die Form: 
x^+ y^—r^^ 0, so ist f(Xj y)=' x^+ y* und r = r\ Zwischen fxmd w 
besteht die Gleichung: 4/^--«;*=0. Setzen wir aber die Gleichung 
der betrachteten Kreisschar in die Form: yS*+^— r=»0, so wird 
T = r, und w ^\, 

2. Isotherme Kurven. Wir suchen die Aufgabe der sogenannten 
Tv^inkeltreuen Abbildung einer Ebene auf eine zweite zu lösen. 
Die Gleichungen: 

mögen eine eindeutige Abbildung eines Teiles der (^,r) -Ebene auf 
einen Teil der rcy- Ebene darstellen. Einer Kurve im ersten Teil 
entspricht dann eine Kurve im zweiten. Zieht man durch einen 
Punkt {ty t) im ersten Teil zwei beliebig gewählte Kurven, so kann 
man fragen, unter welcher Bedingung der Schnittwinkel beider Kurven 
dem Schnittwinkel ihrer Bildkurven in der a?y- Ebene gleich ist. Dabei 
sollen aber diejenigen Punkte (^, r) ausgeschlossen werden, für die die 

Ableitungen -J^y -J^ oder die Ableitungen -J^^ -J^ gleichzeitig ver- 
schwinden. Legen wir durch den Punkt (<,t) eine Kurve mit den 
Gleichungen: 

so bildet die dem wachsenden u entsprechende Halbtangente der Kurve 
mit der positiven ^ Achse einen Winkel a, für den: 

cos a => ^ ^ 7 sm a = ^^ • 



die entsprechende Halbtangente der Bildkurve bildet mit der positiven 
rc- Achse einen Winkel a, für den: 

cos a = — =r, sm a = 



Legen wir durch den Punkt (tj r) eine zweite Kurve mit den 
Gleichungen: 

so bildet ihre dem wachsendem v entsprechende Halbtangente mit 
der ^- Achse einen Winkel 6, für den: 

cos = — ===? sin = — — * 
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Die entsprechende fialbtangente der Bildkurve bildet mit der 
positiven a;- Achse einen Winkel /3, für den: 



^-.T-^-* . , -di'^-^-d 



t 



cos ß = , - — .^=^) sin ß = , 

Damit die beiden Schnittwinkel einander gleich sein sollen ^ muß 
entweder b — a^ ß — a, oder b — a^a — ß sein, also stets muß 
cos (i — a) = cos (ß — a) sein. Dies ergibt: 

v^V '+ 2fä;'ä,'+ Gf Ä,' »v^Äj' »+2FÄ3' v+ö^X'* y^"+v* vv *+ v • 

Diese Beziehung soll bei beliebiger Wahl der beiden Kurven in 
der t, r- Ebene, somit bei beliebiger Wahl der Zahlen \^, h^, W hj 
bestehen, wobei natürlich das gleichzeitige Verschwinden von ä/ und 
Ä^', oder Äg' und h^ ausgeschlossen ist. Nehmen wir ä^' = 0, hj = 0, 
so liegt die Tangente der ersten Kurve parallel der ^-Achse, die der 
zweiten parallel der r- Achse, unsere Beziehung ergibt, daß F ver- 
schwinden muß. Nehmen wir jetzt die beiden Zahlen ä^', Äg' als von 
Null verschieden, aber A4' als verschwindend an, so folgt: 

Dies ergibt: E ^ G. 

Man nennt eine Kurvenschar r = const., die sich durch Gleichungen 
von der Form: 

so darstellen läßt, daß E =- G und F=-0 eine isotherme Schar, 
weil die Aufgabe, in einer in stationärem Wärmezustand befindlichen 
Platte die Kurven gleicher Temperatur zu bestimmen, zuerst auf 
solche Scharen geführt hat. (G. Lam^, Le^ons sur les coordonnees 
curvilignes et leurs diverses applications. Paris. S. 31.) 

Es ist nun unsere Aufgabe, die gefundene Bedingung in eine 
solche Form zu setzen, daß sie unabhängig wird von der Art der 
analytischen Darstellung der Schar, daß sie also auch anwendbar ist, 
wenn die Schar r =« const. durch eine Gleichung von der Form 
f(x, y, t) = 0, oder durch zwei Gleichungen x = fi(t, r), y = f^(tf r) ge- 
geben ist, wo die Kurven t = const., r = const. sich nicht unter 
rechten Winkeln schneiden. Zu diesem Zweck bemerken wir, daß die 
Gleichungen (5) des § 20 S. 1 16 unter Berücksichtigung der Gleichungen (2) 

desselben Paragraphen för i^ = 0, oder was dasselbe ist, 9> = 0^ die 
Gestalt annehmen: 

dlogVE ^ 1 dlogVG 1 
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Im angenommenen Fall ist aber )/!E = '/ö und: 

dlogVE ^ 1 dlog yE dlogYE _ 1 aiogV^ 
ds, ^ YE dt ' d8^ "' yE dt 

Unsere Gleichungen erhalten somit die Gestalt: 



d.h.: 



yE 

ar ' 


_ 1 


■\/E 
8t = 


1 

■' — } 




ai- 

dt 


dr 




/E dividieren: 






ds. 


d^ 

— »«. 

- ds. 





In dieser Form ist die Bedingung stets anwendbar. 

Nehmen wir z. B. die Schar r = const. als durch eine Gleichung 
von der Form f{x, y) = r gegeben an, so erhält unsere Bedingung 
die Gestalt: 

d^logw d aa?*"* ay* d'logK? 



ds^ ds^ ds^ 


w 


' ds^ds^ 


Man hat nach § 24 S. 140: 






d'log«? dHogw _ 
ds^ds^ ds^ds^ "" 


1 dlogK; 
' Qi ds^ 


1 dlogw 
^8 d«. 



Die rechte Seite dieser Gleichung zeigt sich, wenn man die für - und 
— gefundenen Werte einsetzt, gleich: 

ay ay 

dlogw? dx* dy^ 
ds^ w 

Aber: 





dlogw dx* ' ay« 
dSj w 


d dx^'^dy* 
ds^ w 





d 
""äs. 




,8Y 


so daß 


unsere 


Bedingung 


sich auch in 


der Form: 






schreiben läßt. 




av , av 
d arc«"*"ay* 

d^i wj* 


= 
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Man pflegt: 



(l-D'+(fcO'-.^ 



ZU setzen und nach dem Vorgänge Lame's J^^f den ersten, J^f den 
zweiten Differentialparameter zu nennen. Bei dieser Bezeichnung 
gewinnt unsere Bedingung die Form: 

df d ^_^±^^Q 
dx^ J^f dy dx Jif 



Dies erfordert, daß entweder A^f verschwindet, oder daß -—, 

A f ^' 

eine Funktion von f sei, wobei der Fall, daß ^ eine Konstante ist, 

nicht ausgeschlossen werden soll. Wenn -^ eine Funktion, sagen 

wir g{f)j von f ist, so läßt sich eine Funktion q>{f) von f finden, fiir 
die J^^ verschwindet. Wir setzen nämlich zunächst: 



und sodann: 



Ä(n =j9(f)df 



wo Ä und B willkürliche Konstante bedeuten. 
Jetzt ergibt sich: 

dx h dx^ dy^h dy* 

dy^ ^ h^^^Kdy) '^hdy*' 
somit: 

Man nennt die Funktion 9) den thermometrischen Parameter. 
Als Beispiel betrachten wir die durch Gleichungen: 

festgelegte Parabelschar r = const. Die Elimination von t liefert: 



d.h. 



4 



sc + yi^+f = 2t«. 
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somit: 



Hier 


ergibt sich: 










df 

dx 


1 1 


X 


df 

ay° 


y , 




- ^^ys 


''+y' 


V«'+y' 


t> 


d'f 
dx* 


y* 

{yx*+y*r 


d*f 
dy* 


°(l^ 






jj- 


= 2(1 ^_ 


' + y')' 


^tf 


1 






^,f 


1 




1 




Af 2(-« 


+ yx' + y') 


if 



Um den thermometrischen Parameter zu bestimmen, bedenken 
wir, daß gegenwärtig: 



Dadurch wird: 



und: 



j9if)äf=cYf, 
V,^Aj^. + B = 2Ayf+B. 



Mit Hilfe der Bedingung: 

dSy^ ds^ 

kann man leicht zeigen, daß jede Schar von Isogonalkurven 
einer isothermen Schar ebenfalls isotherm ist. 

Wir nennen wie im § 24 S. 143 den konstanten Schnittwinkel, unter 
dem die gegebenen Isogonalkurven die isothermen Kurven schneiden, 9. 

Bei Anwendung der -daselbst für — und — aufgestellten Ausdrücke 

und der für die Ableitungen nach den Bogenlängen s und s^ gefun- 
denen Definition ergibt sich: 

d — d — d — d — d — 

-57= <'°«9' |cos (jp-^J - sin 9^) + sin 9 jcos (p^ - sin y^j, 

d-7 d — d — d — d — 

d7 sin«p jsin9> -^+ cos<p-^) + cos 9 j sin <)p -g|i + coscp^j, 

somit: 

d — <i— r d — d — 

9 Q_ ^ 9i P«_. 

ds ds' ds^ ds^ 
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dl d-i ■ dl dl 

Wenn also -^ — -^ verschwindet, so verschwindet auch -^ — -~yj 
0t8* dSa, ds ds 

und die Isogonalkurven sind isotherm. 

Bemerkung. Es gibt zwei Arten von winkeltreuer Abbildung. 

Nehmen wir nämlich eine isotherme Schar t -= const. als durch die 

Gleichungen: 

festgelegt an, mit den Bedingungen E ^ G, F^Oj so können wir die 
Bedingung JP=0 durch die Gleichungen: 

dt dv dt dz 

ersetzen. Die Bedingung E^ G erfordert sodann, daß X^ gleich Eins 
sei. Nun ist (vgl. S. 165): 

/a \ dt dt dt dt » /, N 
sin (/3 — a) = ^ sin (b — a). 

Wir erhalten daher für X = 1: 

sin (/3 — a) == sin (6 ■— a), 
sin (/J — a) = — sin (b — a). 

Denken wir uns den Winkel 6 — a durch eine positive Drehung 
in der t, t- Ebene gemessen, so entspricht ihm in der x, y- Ebene im 
ersten Fall ein durch positive Drehung, im zweiten Fall ein durch 
negative Drehung zu messender Winkel von gleicher Größe. Die 
Kurvenscharen ^ = const, r = const. in der ir,y- Ebene, welche dem 
zweiten Fall entsprechen, werden durch Spiegelung an der a;- Achse 
aus den Eurvenscharen erhalten, die dem ersten Fall entsprechen. 
Im ersten Fall nennt man die Abbildung schlechthin winkeltreu 
oder winkeltreu mit Erhaltung der Winkel, im letzten Fall 
nennt man sie winkeltreu mit Umlegung der Winkel. Anstatt 
des Wortes winkeltreu ist, auch das Wort konform in Gebrauch. 

Genau genommen sind die Benennungen winkeltreu mit Er- 
haltung oder mit ümlegung der Winkel nur dann gerecht- 
fertigt, wenn die a?,y- Ebene der t,r parallel ist und die positiven 
Drehungsrichtungen in beiden Ebenen dieselben sind. 

IL Es sei eine einfach unendliche Kurvenschar durch eine 
Differentialgleichung erster Ordnung von der Form: 

^ (^; y)dx — dy ==0 

festgelegt. Die Richtungskosinus der positiven, d. h. einem wachsen- 
den X entsprechenden Halbtangenten werden hier durch die Gleichungen: 



für X = - 1: 
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dx 1 dy 'ip 

bestimmt; denn die in Rede stehenden Halbtangenten bilden mit der 
positiven a;- Achse Winkel, deren Kosinus positiv ansfallen. 

Die Definitionsgleichung für die Ableitungen nach der Bogen- 
länge $1 nimmt hier die Form an: 

dfix^y) ^ dx'^dy'^ ^ 
Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien der 

Die Richtungskosinus derjenigen ihrer Halbtangenten, welche 
durch positive Drehungen von der Größe -- aus den positiven Halb- 
tangenten der vorigen Schar erhalten werden, sind: 
dx — 1|> dy 1 

Die Definitionsgleichung für die Ableitungen nach der Bogen- 
länge s^ besitzt somit die Gestalt: 

df{x,y) ^ d x^^dy 
ds^ yT+iji« 

Um die Krümmung der Kurven der gegebenen Schar und die 
ihrer Orthogonalschar zu finden, berücksichtigen wir, daß: 

d*x — 1|) dx dy 



d8,' yi+r (V^+vy 

d*x 1 dx dy 



d8,* yi+'v (/1+t"*)» 

folglich ergibt sich: 

dtp . d'tp dtp dip 

Die vorgelegte Schar besteht somit aus geraden Linien, 

sie besteht aus parallelen Kurven, wenn: 

dx dy 
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Man kann die Ausdrücke für — und — auf eine sehr einfache 

Form bringen, wenn man unter X einen integrierenden Faktor der 
Differentialform : 

unter ft einen solchen der Differentialform: 

'tpdx — dy 

versteht. Die Funktionen A und ft genügen dann den Gleichungen: 

dlogX , dlogX dtj) . dtp 

(1) "^~ä^+~ä^ _ UllJL 






Wir erhalten daher: 

dlog^L 1 dlogft 1 

Wenn die gegebene Differentialgleichung eine Isothermenschar 
bestimmt, so entsteht die Aufgabe, die Koordinaten x und y als 
Funktionen von zwei solchen Parametern t uns r darzustellen, daß 
E=- Qy JP = wird. Um dieselbe zu lösen, setzen wir: 

yi+o/,« ^' "^vi-w ^ 

Aus den Gleichungen: 

dpdx dp dy ^ 

dxdp dy dp ' 

dxdp dy dp ' 

^p^ic , ^^ ^y 



ergibt sich: 



dxdq dy dq 
dx 1 dy i|j 



dp X/r+öp dp X}/~l + a|)« 

^a; _ tp dy —1 
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Da wir l und f* als positive Funktionen von x und y annehmen 
dürfen, erhalten wir, wenn: 

(11)'+©'-^.. (If)"+(ID'-«. 

gesetzt wird: 

Die Ableitungen nach den Bogenlängen s^ und $2 können hiemach 
auch durch die Gleichungen: 

d«i dp ' d», ^ ^2 

definiert werden. 

Die zuletzt für — und — gefundenen Gleichungen gehen über 



in die folgenden: 
daher hat man: 



oder: 



dlog X ^ 1 dlogti ^ 1 

a'iogx ^ 1 gl 1 aiogft 

dpdq fi dp fipi dp 

a'iogft ^ 1 g> 1 aiogx 

dpdq '^ X dq Xq^ dq 



d^ogX 

dpdq ~~ X^ ds^ Xiiq^^q^' 



1 


Pl 


Xfi 


dSl 


1 





a'iogft 

a^ag; Xfi ds, ^ft-^i^j 

Wenn die gegebene Differentialgleichung eine Isothermenschar 
festlegt, werden die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen 
einander gleich, und es folgt: 

aMog- 



dpdq 



d. h. — ist das Produkt einer Funktion von p allein mit einer solchen 
von q allein. Setzen wir: 

f* 9i(P) 
so ist: 
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tegrierend 



Aber ^(Pi(p) ist ein integrierender Faktor der Differentialform: 



-; 



H^p^iq) ist ein solcher der Differentialform: 

'^dx — dy 

Wir können also sagen, daß die Bedingung für eine Isothermen- 
schar darin besteht, daß die Differentialformen '^dx — dy und dx + i^dy 
einen gemeinschaftlichen integrierenden Faktor besitzen. Nehmen wir 

denselben in der Form > so können wir die partiellen Ab- 

yTHHp 
leitungen von v den Gleichungen (1) entnehmen, wenn wir in ihnen 

X und [i gleich v setzen. Dadurch ergibt sich: 

(2) dlogv dy dlogv dx 

~Jx ^ T+V' '~dy~ ~" irnp' 
d.h. 



V = e 



/- 



-$^^+S^^ 



1+^' 



Es gibt also, abgesehen von einer multiplikativen Konstanten, nur 
einen den betrachteten Differentialgleichungen gemeinschaftlichen 
integrierenden Faktor, und dieser wird durch die Integration eines 
Differentials einer Funktion von zwei Veränderlichen erhalten. Man 
sieht auch leicht, daß die Bedingung: 

d^ d^ 
ds^ ds^ 

gleichbedeutend ist mit der Forderung, daß die Differentialform: 

— -^dx-\-~-dy 

dy ^ dx ^ 

ein Differential sei. 

Setzen wir, unter v den obigen Wert verstehend: 

dxA-tbdy T, tbdx^dy , 

v—p^^=J-^dt, V ^ , ^ = dt, 

dx = — / ? dv == - > 

und es liegt, wenn x und y durch t und r ausgedrückt werden, eine 
winkeltreue Abbildung mit Umlegung der Winkel vor. 



so kommt: 
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Setzen wir aber: 

dx-\-tpdy j. —'tf>dx4-dy , 

V '--J' = dt, V ^ - = dXy 

SO liegt, wenn x und y durch t und r ausgedrückt werden, eine 
winkeltreue Abbildung mit Erhaltung der Winkel vor. 

Sowohl t wie r ist ein thermometrischer Parameter, da: 

§ 27. Zur Theorie der infinitesimalen Transformationen. 

Will man eine durch eine Gleichung von der Form: 

(1) y = A^,^) 

gegebene Kurvenschar r = const. durch eine Diflferentialgleichung dar- 
stellen, so bildet man den Ausdruck: 

df{x,x) 

dx 

und setzt in ihn den der Gleichung (1) entnommenen Ausdruck von r 
als Funktion von x und y ein. So entsteht eine Beziehung von der 
Form: 

Gewöhnlich schreibt man hier -j^ statt ^- Wollte man aber die 

dx dx 

Benutzung von „a*' zum Zeichen einer partiellen Differentiation folge- 
richtig durchführen, so müßte -^ geschrieben werden. Doch wollen 

wir in einer rein formalen Sache nicht gegen den Strom schwimmen 
und die gewöhnlichen Bezeichnungen beibehalten. Wir nennen t wie 
früher einen Parameter; die gebräuchliche Bezeichnung willkür- 
liche Eonstante ist ungenau, da t nichts weniger als konstant ist, 
sondern sich von Kurve zu Kurve ändert. 

Stellen wir aber eine Schar r == const. durch zwei Gleichungen 
von der Form: 

(2) ^ = /;(^;T), 2/ = /i(^,T) 

dar, deren Lösungen nach %' und r durch: 

dargestellt seien, so werden der Schar r = const. zwei Differential- 
gleichungen, nämlich: 
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zugeordnet^ wobei die oben benutzte Funktion ^ hier durch y ver- 
treten wird, so daß rjdx — ^dy=^0 die Differentialgleichung der 
Schar r » const. darstellt. 

Im allgemeinen ändern sich die zugeordneten Differentialgleichungen^ 
wenn wir die Hilfsschar d' = const. durch eine andere ersetzen. Um 
diese Änderung zu bestimmen , nehmen wir: 

wodurch: 

a? -/;(</(<, 'r),r), y^fi(9it,r),r) 

wird. Aus der Gleichung: 

ergibt sich die Zahl t als eine Funktion (Pi(x,y) von x und y. Jetzt 
erhalten wir: 

a<~^\ dt A = 9>.' dt'^^K dt ^ = 9.' 

Damit wir dieselben zugeordneten Differentialgleichungen wie 
vorhin erhalten, muß: 

dt '^ ^ 
sein, d. h. 

9{t,r)^t+g>{T), 

wo ^(t) eine willkürlich zu wählende Funktion von r bedeutet. In 
der (-ö-jT)- Ebene werden die Kurven ^ = const. durch Schiebung der 
einzelnen Kurve mit der Gleichung d' = g>(t) längs der -d'-Achse er- 
halten; somit sind auch die Kurven t = const. in der rp,y-Ebene durch 
eine einzelne Kurve bestimmt, die willkürlich gewählt werden kann, 
aber nicht mit einer Kurve r = const. zusammenfallen darf. S. Lie faßt 
dt als eine unendlich kleine Größe auf, wonach ^dt und rjdt die unend- 
lich kleinen Zuwüchse von x und y darstellen, wenn der Punkt {x,y) 
auf der durch ihn hindurchgehenden Kurve r = const. um die Strecke 
yiM-^ dt verschoben wird. Alle Punkte einer Kurve ^== const. gehen 
durch eine solche Verschiebung in die Punkte der der Kurve t = const. 
unendlich benachbarten Kurve t + dt ^ const. über. Eine derartige 
Verschiebung nennt Lie eine infinitesimale Transformation, und 
er faßt zwei Gleichungen wie die vorigen: 
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als eine infinitesimale Transformation definierend auf. (Vgl. 
S. Lie, Vorlesungen über DiflFerentialgleichungen mit bekannten in- 
finitesimalen Transformationen. Bearb. von Gt. Scheffers. Leipzig 1891.) 

Jedoch solche mit unendlich kleinen, also unyorstellbaren, Größen 
zu vollziehende Konstruktionen sind nur als Notbehelf zu betrachten. 

Vorzuziehen ist die ebenfalls von Lie herrührende mechanische 
Deutung, bei der t als das Maß der Zeit betrachtet wird. $ und rj sind 
dann Geschwindigkeitskomponenten, und dadurch, daß | und rj als 
Funktionen von x und y bekannt sind, ist jedem Punkt (x, y) eine 
nach Größe und Richtung bestimmte Geschwindigkeit zugeordnet. 
Wenn wir nun eine nicht zur Schar r = const. gehörende, sonst aber 
beliebig gewählte, Kurve (c) als den Ort von Punkten zur Zeit t auf- 
fassen, und sich die Punkte mit der vorgeschriebenen Geschwindig- 
keit weiterbewegen, so stellen sie in jedem Augenblick eine Kurve 
der zu der Kurve (c) gehörenden Schar t = const. dar. 

Umgekehrt kann man fragen, unter welchen Umständen eine 
vorgelegte Differentialgleichung: 

^(a?, y)dx — dy ^0 

die Kurven einer mit den gegebenen Differentialgleichungen: 

verträglichen Schar t =» const. als Integralkurven besitzt. Dies wird 
der Fall sein, wenn längs jeder Integralkurve nur r, nicht t sich ändert, 
d. h. wenn: 



^l!-l! = o 



ist. Die Gleichungen: 



dt 3 



T 



dt dx . dt dy _ M 
dx'di^dy'dt~ ' 

dt dx dt dy _ ^ 
dx dx dy dt "" 



nehmen jetzt die Gestalt an: 



so daß: 



dt €. . dt ^ 

dt .dt . ^ 

dt '^ dt -1 



dx S'V — 1] dy ^'iff — ri 
V. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 12 
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Die Differentialforin: 

mnß somit ein Differential sein; oder auch^ die Differentialform ^dx — dy 
muß den integrierenden Faktor v _ besitzen. Diese Bedingung ist 
aber auch hinreichend; denn wir können ^ wenn sie erfüllt ist: 

ilfdx — dy ^ (1^ — rj)dt, 

fjdx — gdy = -^ 

setzen^ wo wir unter X einen integrierenden Faktor der Differential- 
form f^dx — ^dy verstehen. Dann folgt: 

so daß: ^ ^ 

, dx dy f. 

was zu beweisen war. 

Zum Beispiel bilden parallele Kurven offenbar eine Schar t = const.^ 
wenn unter t die Bogenlänge ihrer orthogonalen Trajektorien ver- 
standen wird. Hier erhält man: 

dx dx _ —11) dy dy 1 



dt ds^ yi + 'V'« dt ds^ yi + V»' 
Die durch die Gleichung: 

ilfdx — dy = 

gegebene Schar besteht somit aus parallelen Kurven, wenn die 

Differentialform: , , 

'il>dx — dy 

ein Differential ist. Dies ergibt die § 26 S. 171 gefundene Bedingung: 

^ dx dy 
Die Forderung, daß der Ausdruck: 

tijdx — dy 

ein Differential sei, nimmt ausgerechnet die Gestalt an: 

dri , (dfi di\ . ag ,2 ai/^j, , d^ 
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Man kann nun einen Schritt weitergehen und statt einer einzelnen 
Kurve eine einfach unendliche Schar von Kurven von vornherein an- 
nehmen, sodann zu jeder von ihnen die zugehörige Schar t =» const. 
konstruieren. Auf diese Weise erhält man eine doppelt unendliche 
Schar von Kurven mit der Eigenschaft, daß die zu jeder Einzelkurve 
der Schar gehörenden Kurven t == const. wieder der Schar angehören. 

Hier entsteht die Frage, unter welchen Umständen eine durch 
eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmte 
doppelt unendliche Kurvenschar die geschilderte Eigenschaft besitzt, 
oder, um mit Lie zu reden, die infinitesimale Transformation: 

gestattet. 

Zur Beantwortung dieser Frage haben wir die zu einer gegebenen 
Kurve gehörende Schar t = const. analytisch darzustellen. 

Aus den vorigen Gleichungen ergibt sich die Gleichung der 
Schar t = const. in der Form: 

Idy — vidx = 0, 
und wir setzen wie oben: 

X{i,dy — ridx) = dt. 

Es sei nun Po(^o; J^o) ®^^ Punkt innerhalb des Bereichs, in dem 
die Punktion r von x und y endlich, eindeutig und stetig ist. Wir 
können den Punkt P^ als den zu ^ ^ gehörenden Punkt der durch 
ihn hindurchgehenden Kurve r = const. auffassen und erhalten für die 
Koordinaten der Punkte dieser Kurve in hinreichender Nähe des 
Punktes P^ die Gleichungen: 

a; = a;o + |(a;o, %> + (l II + 1/ 1|)^ ^ ^/^ + • • •' 

y = y^+ni^o, yo)t + (ifj + 'j |f),^,„ *! + ••• 

Betrachten wir hierin i/o als ©ine Funktion von x^ und nehmen 
y^ = f{xQ)y so stellen diese Gleichungen für ein konstantes Xq eine Kurve 
t = const., für ein konstantes t bei veränderlichem Xq eine Kurve 
^ = const. dar. Eliminieren wir Xq, so entstehe: 

y = F{x, t) 

als Gleichung derjenigen Schar t = consi, die zu der durch die Gleichung 
y^:=f(x^ festgelegten Kurve gehört. Die letzte Beziehung ergebe: 

t = h(x, y), 

und, wenn dieser Ausdruck an Stelle von t in die Gleichung: 

12* 
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dy ^ dF(x, t) 
dx "^ dx 
eingesetzt wird, entstehe: 

Wir fassen nun zwei Werte t und t + Jt ins Auge^ die beide 
dem Eonvergenzbereich obiger Reihen angehören sollen. Dadurch^ 
daß t um Jt wächst, gehe der Punkt F{x, y) auf der durch ihn 
hindurchgehenden Kurve r = const. in den Punkt Pi(Xi, y^ über. Wir 
haben dum einerseits: 

x^^x + l{xy y)Jt . . ., yi^y + ri{xy y)Jt H — > 

aber anderseits: 

somit: gj. gj, 

"I-Ji^ + W 

Ersetzen wir hier auf der rechten Seite t durch h(Xf y\ so geht 

dF 

^ in ^ über, und es folgt: 

Da aber: 

, dF . , dF ,. 

so ergibt sich: 

d. h., wie oben gefunden, daß _ ^ ein integrierender Faktor der 

Differentialgleichung dy — gdx^O ist. 

Wir denken uns nun eine einfach unendliche Eurvenschar durch 
eine Gleichung Ton der Form: 

gegeben. Die Entwicklungen: 

« = «0 + K^o; f)t + -'y y^yo+ Vi^o, f)t + "^ 

stellen jetzt, wenn man Xq und gi als fest betrachtet, wiederum eine 
Eurve r = const. dar. Sieht man aber t als fest an, so stellen sie 
eine einfach unendliche Schar t = const. dar. Die EUmination Ton Xq 
ergebe: 

y- F{x, fi, t), 
und hieraus folge: 

t = h{x, y, ii). 
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Diesen Ausdruck von t setzen wir in die linke Seite der Gleichung: 

dx ^ dx 

ein. Dadurch entstehe: 

und die Auflösung dieser Gleichung nach ft ergebe: 

Differenzieren wir die Gleichung y' = ^o ^^^^ ^; so folgt: 

Ersetzen wir hierin f* durch l(Xj y, y'), so möge die Beziehung: 

y"=^(^,y,y') 
erhalten werden, wo also: 

*('.».»') -(^),..+(^)„.,,'. 

Nun werde dem Parameter f* ein bestimmter Wert beigelegt. 
Der Umstand, daß die zu der entsprechenden Kurve [i = const. ge- 
hörenden Kurven t == const. mit den gegebenen Gleichungen: 

dx a dy 

verträglich sein sollen, verlangt nach dem früheren, daß: 

ll+*.(lj-li)-*.'||=fei+^. 

sei. Dies soll aber für jeden erlaubten Wert von f* der Fall sein. 
Ersetzen wir ^ durch l(x, y, y'), so geht ^q in y' über, und wenn: 

dr] f /dr] d^\ f^d^ f 

dx'^y Kd^" dxj^y dy^^ 

gesetzt wird, erhalten wir: 

Anderseits fanden wir: 

daher: 

\dx/in=i W-n ' \dy)fir=i W-n 
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Die Gleichung: 
liefert: 

oder: 

Damit also die Integralkurven der Gleichung: 

aus Kurven t == const. bestehen, muß die in den drei Veränder- 
lichen x,y,y^ gebildete DiflFerentialform: 

(Vt - v'y')äx + (ri'-it)dy + iiy''-ri)dy' 

die Eigenschaft haben, durch Multiplikation mit einer geeigneten 
Funktion von x^y^y^ in das Differential einer Funktion von x^y^y^ 
überzugehen. Die hierzu nötige Bedingung besteht, wenn wir ab- 
kürzend die Differentialform in der Gestalt: 

a^dx + a^dy + (h^y^ 
schreiben, in dem identischen Verschwinden des Ausdrucks: 

«.(1-?-'^) + ». (15-^) +«.(!?- 15)- 

Berücksichtigt man, daß: 
so gewinnt unsere Bedingung die Form: 

(l|-^ll-vf>-iS-/4-v|^+g+y^-o. 

Sie stimmt überein mit der in dem oben angeführten Werk von 
Lie- Scheffers S. 363 befindlichen Bedingung. 



ZWEITER TEIL. 

KURVEN IM RAUM. 

I. Die Umgebung eines gewöhnlichen Punktes. 

§ 1. Die Tangente. 

Beziehen wir die Punkte einer Kurve auf ein räumliches recht- 
winkliges Koordinatensystem, so werden jetzt die drei Koordinaten 
der Kurvenpunkte von einer Veränderlichen abhangen. Wir können 
daher zur Bestimmung einer Kurve im Raum drei Gleichungen von 
der Form: 

^=/i(0; y-m> ^-m 

benutzen. Die Funktionen f^{{), f%{t)y /i(0 sollen innerhalb eines 
Wertbereichs der Veränderlichen t eindeutig, stetig und für die Um- 
gebung {t + Ji) eines erlaubten Wertes von t nach ganzen positiven 
Potenzen von Jt entwickelbar sein. 

Die positiven Teile der Koordinatenachsen denken wir uns so ge- 
legen, daß ein auf dem Koordinatenanfangspunkt in der positiven 
isr- Achse stehender und in die Richtung der positiven :i;-Achse blickender 
Beobachter die positive ,i/- Achse zur Linken hat. 

Unter einem gewöhnlichen Punkt der Abbildung der 
Raumkurve auf die ^-Gerade oder kürzer unter einem ge- 
wöhnlichen Punkt verstehen wir einen Kurvenpunkt, der zu einem 
solchen Wert von t gehört, für den weder die ersten Ableitungen: 

m), f^(t), /s'co 

noch die drei Determinanten: 

m) fs"(t) - m) f."{t). m) rm - m) f."it), m f."(t) - /iw /i"(o 

zugleich verschwinden, und für den die Determinante: 

/i' (ß) f.' (0 fs' (0 
A"(0 r,"(0 fs"it) 
A"'(t) f^"{t) f,"'(t) 

von Null verschieden ist. Die Bedeutung dieser Voraussetzungen 
wird im folgenden erhellen. Wir behandeln im Abschnitt I die 
wichtigeren Fragen hinsichtlich eines Kurvenstücks, in dem nur ge- 
wöhnliche Punkte vorkommen. 
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Ziehen wir von dem Pankt (t) aus darch den Punkt mit den 
Koordinaten: 

eine Halbgerade, so werden die Kosinus der Winkel a\ ß\y\ die sie 
mit den positiven Teilen der Xy y, ;8f- Achse bildet, durch die Gleichungen 
bestimmt: 

«^«^f_ - zr; COS/}'«»^ 

I ^..9 I V-« ~ 



yjx'^'+Jy^ + Je* yjx^ + Jy* + Jz^ 

I Je 

cos y =• ; 

yjx^ + Jy^+Jz* 

wo die Quadratwurzel, wie stets im folgenden, eine positive Zahl 
vorstellen soll. Da die drei Ableitungen /i'(0; /»'(O? /s'(0 nicht zu- 
gleich verschwinden, erhält man: 

cos «' = '^'^^^ + m^M, cos /J' /^«'^^^ + m,M, 

cosy'=»— M^E^ + m«^^. 

Hier ist unter s die positive oder negative Einheit verstanden, 
je nachdem Jt positiv oder negativ ist. Beim Übergang zu Jt = 
erhalten wir zwei in derselben Geraden (Tangente) liegende Halb- 
geraden (Halbtangenten). Unter der positiven Halbtangente 
soll diejenige verstanden werden, die sich ergibt, wenn man mit einem 
positiven Jt zur Null übergeht. Sie entspricht einem wachsenden t 
und dem Wert £ = + 1. 

Bezeichnen wir mit cc, ßyy die Kosinus der Winkel, welche die 
positive Halbtangente mit den positiven Teilen der Koordinatenachsen 
bildet, so folgt: 



y^n'ity '^ y:^f,'{ty y^f,'{ty 

Die drei Ableitungen /i'(0? f^if)} fs(f) können nicht für alle 
Werte von t verschwinden, wenn die grundlegenden Gleichungen eine 
Kurve und nicht einen Punkt darstellen. Aber auch ein und dieselbe 
dieser Ableitungen kann nicht beständig gleich Null sein, ohne daß 
die Kurve in einer zu einer Koordinatenebene parallelen Ebene ge- 
legen wäre. Dann hätten wir es mit einer ebenen Kurve zu tun und 
könnten nach der früheren Methode die Untersuchung ausführen. 

Die Bogenlänge s der Kurve rechnen wir von einem beliebig 
angenommenen Kurvenpunkt (t = Iq) an und wollen sie als mit 
wachsendem t wachsend ansehen. Dann haben wir: 

t 
s ^ Jwdt. 
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Betrachten wir die Koordinaten a?, y, z als Funktionen von 5, so 
wenden wir die Bezeichnungen an: 

so daß: 

dx ^/ N 1 dx 

d^'"Sli(ß)=-^-di' 

d^x '^ /dx\^ dx "^dx d^x 
d^x ff. . ~d? ^ \di) '"di 2j~di~di^ ^^ 
^ = ^i"(5)= S^ä ' usf. 

Die Voraussetzung, daß w von Null verschieden ist, bedingt, daß 
keine Ableitung einer Koordinate nach s unendlich groß werden kann. 

Da es für das Verständnis der Differentialgeometrie von der 
höchsten Wichtigkeit ist, daß man nicht in den Formeln stecken 
bleibe, sondern sich die durch die Formeln bestimmten geometrischen 
Verhältnisse klar mache, will ich das über Tangente und Bogenlänge 
Gesagte an zwei einfachen Beispielen erläutern. 

1. Die gewöhnliche Schraubenlinie. Wir denken uns eine 
feste Gerade (i), und in ihr einen beweglichen Punkt {A). Von 
diesem Punkte aus ziehen wir senkrecht zu (i) eine Halbgerade und 
nehmen in ihr einen festen Punkt (JB) an. Wenn sich nun die Halb- 
gerade so bewegt, daß sie stets zur Geraden (i) senkrecht bleibt, 
während das vom Punkte {Ä) beschriebene Stück stets proportional 
dem Drehungswinkel, d. h. dem Winkel zwischen der Halbgeraden 
und ihrer Anfangslage, bleibt, sb sagt man, die Halbgerade führe 
um die Achse (i) eine Schraubenbewegung aus. Der Punkt JR, 
ebenso jeder andere Punkt der Halbgeraden, beschreibt dabei eine 
gewöhnliche Schraubenlinie. Das konstante Verhältnis der Steig- 
höhe zum Drehungswinkel wird der Parameter der Schraubung 
genannt. Denken wir uns einen Beobachter so in der Achse stehend, daß 
die Bewegung des Punktes A in der Richtung von seinen Füßen nach 
seinem Kopf hin erfolgt, so sind, wenn der Beobachter immer geradeaus 
nach dem Punkte jB hinsieht, zwei Fälle möglich. Im ersten Fall muß der 
Beobachter, um der Bewegung des Punktes B zu folgen, eine Linksum- 
Wendung ausführen, im zweiten Falle eine Rechtsum -Wendung. Von 
dieser Betrachtung aus ist es gerechtfertigt, wenn man im ersten 
Fall die Schraubenlinie linksgewunden, im zweiten rechtsgewunden 
nennt. Die Schraubenlinie liegt auf einem Kreiszylinder. Denken 
wir uns einen Beobachter parallel dem vorigen außerhalb des Kreis- 
zylinders stehen und geradeaus einen Punkt der Schraubenlinie an- 
blicken, so erscheint sie im ersten Fall sich nach rechts hin an dem 
Zylinder hinauf-, nach links hin sich an ihm herunterwindend, im 
zweiten Fall nach links hin sich am Zylinder hinauf-, nach rechts hin 
sich an ihm hinunterwindend. Diese Betrachtung rechtfertigt die 
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Bezeichnung rechtsgewundene Schraubenlinie im ersten Fall, links- 
gewundene im zweiten. Wir wollen diese Sprachweise im folgenden 
beibehalten. 

Die einfachste analytische Darstellung einer gewöhnlichen 
Schraubenlinie ist die folgende: Man nehme die Achse der Schrauben- 
bewegung zur ;?- Achse, die Anfangslage des Punktes A zum Eoordi- 
natenanfangspunkt und lege die positive rz;- Achse durch die Anfangs- 
lage des Punktes B hindurch. Ist die Maßzahl der Strecke AB 
gleich Pj und wird der Parameter der Schraubenbewegung mit q be- 
zeichnet, der Drehungswinkel mit t^ so ergeben sich die Gleichungen 
der Schraubenlinie in der Form: 

x=^p QO^t, y ^-p Bint, 8 =- qt 

Hier ist^ positiv; q positiv oder negativ, je nachdem die Schrauben- 
linie rechts- oder linksgewunden ist. Man kann sich die Sachlage 
sehr einfach klar machen, wenn man sich parallel der positiven 
;8f- Achse, etwa im Punkte x == 2p, y = 0, = auf die Xy y-Ebene 
stellt und nach dem Punkt x = p, y ^=0, 0^0 hinsieht. Der einem 
von Null an wachsenden t entsprechende Teil der Schraubenlinie 
steigt dann bei positivem q nach rechts hin am Zylinder hinauf, bei 
negativem q steigt er hinunter. 

Die Bichtungskosinus der positiven Halbtangente im Punkte (t) 

^^^^' — «sin* a pcoat ^ 

^ = - ^ , R =: j y = 



Demnach ist der Winkel, den die positive Halbtangente mit der 
positiven ;2r- Achse bildet, konstant; er fällt kleiner oder größer wie 
ein Rechter aus, je nachdem die Schraubenlinie rechts oder links 
gewunden ist. 

Rechnen wir die Bogenlänge vom Punkte ^ = an, so wird: 



d. h. die Bogenlänge ist proportional dem Drehungswinkel. 

Die allgemeinste analytische Darstellung der gewöhnlichen 
Schraubenlinie ist die folgende. Die Richtungskosinus der von A 
durch B gehenden Halbgeraden in der Anfangslage seien a^,j8i, y^, 
die Richtungskosinus der Achse «s^ A> ^s^ ^^^ Richtungskosinus einer 
zu beiden Greraden senkrechten Halbgeraden «2, ft, ^g. Wir betrachten 
diese Richtungskosinus als solche von drei zueinander senkrechten 
Halbgeraden, die den positiven Teilen der Koordinatenachsen homolog 
liegen, so daß: 

«1 ^x 71 

«2 ß2 Vi 
«8 ßs n 



1. 
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Die öleichnngen der Schraubenlinie werden jetzt; wenn noch 
die Koordinaten der Anfangslage des Punktes A mit x^j y^y Zq be- 
zeichnet werden: 

x^ Xq+ tt^p cos t + a^ sin t + cc^qt, 

y = ä/o+ ßiP cos t + ß^p sin t + ß^qt, 

^ = ^0 + ?iP <^os ^ + TiP si^ ^ + y«2^- 

Man hat häufig eine Schraubenlinie zu betrachten^ die entsteht^ 

^wrenn ein gegebener Punkt mit den Koordinaten x ^ x^^ V '^^Vu ^ = ^i 

eine Schraubenbewegung um die ;3r- Achse ausführt. Da ergibt sich: 



^0=0, yo=0, ^o=^i; P - V^i^ + yl^ 

«3=0, ft-O, ^3=1, 

so daß für die Schraubenlinie die Gleichungen bestehen: 

X =' x^ cos t — y^ sin ^, 
2/ = j/i cos ^ + a?! sin <, 
^ = ^1 + qt, 

2. Die konische Spirale. (Vgl. Analytische Geometrie des 
Raumes Ton 6. Salmon. Deutsch bearbeitet von W. Fiedler. II. Teil. 
Dritte Auflage. Leipzig 1880. S. 174.) 

Gegeben sei ein Kreiskegel mit der Gleichung: 

Wir lösen diese Gleichung auf, indem wir setzen: 
x== X cos 9?, y = r sin g?, z ^ xh. 

Wenn wir hier x und (p als Funktionen einer neuen Veränder- 
lichen ansehen, erhalten wir die Gleichungen einer auf dem Kegel 
gelegenen Kurve. Es sollen x und 9? so als Funktionen der Bogen- 
länge 5 der Kurve bestimmt werden, daß die Kurve die Erzeugenden 
des Kegels unter konstantem Winkel schneidet. 

Die Richtungskosinus der durch den Punkt {x, y, z) gehenden 
Erzeugenden des Kegels sind: 

X cos fp y sin 9 z h 

y^x* "" yr+Ä»' y^* "^ yr+Ä*' y^ ~ yi+Ä*' 

dabei ist h wie r als positive Zahl gedacht; nur der obere Teil des 
Kegels {z > 0) soll betrachtet werden. 
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Bezeichnen wir den Kosinus des konstanten Schnittwinkels 
mit Tcj so erhalten wir als erste Bedingung: 



oder: 



1 f drcoBop , . .drsinqp . n^dxX , 



dx k 



Die Zahl Tc soll als positiv angesehen werden^ so daß die Spirale 
rechls gewunden ist; und r mit s wächst. 

k 
Schreibt man Ä. statt , und versteht unter X eine Inte- 

' . yi+Ä« 

grationskoDstante, so wird: 

X = \s + X. 

Jetzt haben wir noch auszudrücken, daß s die Bogenlänge der 
Kurve bedeutet, also ^(^) = 1 ist. Dies liefert die Beziehung: 



[dt dw\^ , idt . , d<p\^ , 1,9 /dt\^ ^ 



oder: 

Setzen wir fest, daß s mit (p wachsen soll, so folgt: 

d^ __yT£F 
ds "" k^8 + x' 
d.h. _ 

(p = i-i^ logCÄjS + A) + (Po, 

wo g)y eine Integrationskonstante bedeutet. 

Der Ausdruck für q) zeigt, daß wir wieder eine zu k gehörende 
konische Spirale erhalten, wenn wir (p um eine beliebige Konstante 
vermehren, d. h. geometrisch, wenn wir die Kurve um die Achse des 
Kegels drehen. Er zeigt ferner, daß wir für s = nur dann einen 
endlichen Wert von q) ejhalten, wenn X von Null verschieden ist. 
Diesen Nullpunkt wählen wir in dem Kreise, in welchem der Kegel 
von der Ebene mit der Gleichung = h geschnitten wird. Dann 
ergibt sich, da für die Punkte dieses Kreises t gleich 1 ist, für X der 
Wert Eins. Nehmen wir endlich q^ gleich Null, so ist g) für 5 = 
gleich Null, d. h. die betrachtete Spirale geht durch den Punkt mit 
den Koordinaten x = 1, y =^ 0, = h. 
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Danach ergeben sich die Gleichungen unserer Kurve in der Form : 



x^Qc^s+l) cos (p^ — log (fciS + 1)) , 

y==Qc,S'+ l)8in(l^'log(fe,s + 1)), ^ ^h(1c,s+l). 

Für die senkrechte Projektion unserer Kurve auf die xy-'Ehene 
findet man: 

und das ist die Gleichung einer logarithmischen Spirale. 

Durchlaufen wir die konische Spirale vom Punkte s = an in 
der Richtung des wachsenden $, wobei ^ wächst, so kommen wir 
nach jedem ganzen Umlauf um den Kegel zu der zu s = ge- 
hörenden Erzeugenden zurück. Die nach v Umläufen durchwanderte 
Bogenlänge ergibt sich aus der Gleichung: ^ 



i^log(*,5+l)«2i;Ä. 

Durchlaufen wir aber unsere Kurve vom Punkte s = an in 
der Richtung des abnehmenden s, so bleibt s kleiner wie Null, und 
zu V Umläufen gebraucht man eine durch den absoluten Wert der 
negativen Zahl s zu berechnende Bogenlänge, die durch die Gleichung: 



bestimmt wird. Der kleinste Wert, den s annehmen kann, ist, weil 

t als positiv angenommen wurde, gleich — ^' Für ihn wird v un- 

endlich. Da ihm aber geometrisch die Spitze des Kegels entspricht, 

so wird die endliche Bogenlänge -j- zu unendlich vielen Umläufen 

vom Punkte 5 == an bis zur Spitze des Kegels verbraucht. Diese 
Spitze ist für unsere Kurve ein singulärer Punkt; für seine Um- 
gebung ist eine Entwicklung von ^x und ^y nach ganzen oder 
gebrochenen Potenzen von ^s unmöglich. 

Unter der Voraussetzung, daß s > ^— sei, ergibt sich: 

«1 



a = ÄJi cos g) — yi — Ä^ sin q), 



/3 = Äi sin 9? + yi — Jc^ cos % 

Die positiven Halbtangenten der konischen Spirale bilden hier- 
nach mit der positiven iSf- Achse einen konstanten Winkel. 
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§ 2. Die Sehmiegongsebene. 

So wie man elBem Punkte einer Baumkarve eine bestimmte 
Gerade; die Tangente^ zuordnen kann, kann man ihm auch eine be- 
stimmte Ebene; die Schmiegungsebene; zuordnen. Um dies genau 
durchführen zu können, ist eine Vorbetrachtung notwendig über die 
Bestimmung einer Ebene durch zwei von ein und demselben Punkt 
ausgehende Halbgeraden. 

Die eine Halbgerade (I) besitze die Richtungskosinus ax, a^, a,, die 
andere Halbgerade (II) die Richtungskosinus &«, by, b,. In der durch 
beide Halbgeraden bestimmten Ebene drehen wir die erste (I) so, daß 
sie auf dem kürzesten Wege, d. h. durch eine Drehung von der Größe 
(p<7t, ID. die zweite (H) übergeht. Hierdurch ist in der Ebene eine be- 
stimmte Drehungsrichtung festgelegt. Wenn wir in dieser Richtung 

die erste Halbgerade (I) um den Winkel - drehen, so föUt sie mit 

einei^ Halbgeraden (HI) zusammen, deren Richtungskosinus mit 
bj, bjj bj bezeichnet seien. Von dem gemeinsamen Punkt der Halb- 
geraden (I) und (II) aus ziehen wir jetzt eine zu beiden Halbgeraden 
senkrechte Halbgerade (IV) mit den Richtungskosinus Cx, Cy, c, derart, 
daß das System der Halbgeraden (I), (lU), (IV) homolog ist mit dem 
System der positiven Teile der Koordinatenachsen, daß also: 





ax dy dz 

bJ bJ bJ 


= 1 


ist. 

Die Ausdrücke bJ, bJ, 


Cx Cy Cg 

bJ bestimi 


nen sich aus den Gleichungen: 


Ubjax = 0, 


^bjbx = sin 9?, . 


UbJ' -1. 


Zur Befriedigung der beiden ersten setzen wir: 


bJ = Xax + ^bx, 
und erhalten: 

X + [l QOBtp = 0, 


X Gostp + ^ = sin % 
d.h.: 


X = 
und: 


-cotgg). 


1 
u = - — ; 
^ sinqp 



bJ = — cotg W ' dx + -r^y 
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wodurch die dritte Gleichung von selbst erfüllt ist. Aus der obigen 
Determinantengleichung folgt dann: 

Cx = dybi — a^by 

ah — ah 
y » » y 

sinqp 
a h ^a h a h — a h a h —h a 

ff « » y ^»*'x ^x^g X y x^y 

Das Wesentliche besteht hier darin, daß im Nenner eine positive 
Zahl auftritt. 

Um zur Schmiegungsebene zu gelangen , betrachten wir für den 
zu {{) gehörenden Kurvenpunkt die positive Halbtangente als Halb- 
gerade (I), nehmen also üx = «, % = /3, a, = y; die von dem be- 
trachteten Kurvenpunkt aus durch den dem Werte t + ^t ent- 
sprechenden Kurvenpunkt {x + Ax^ y + ^y, z + Ad) verlaufende 
Halbgerade nehmen wir zur Halbgeraden (TS), so daß, wenn: 



folgt: 



y{ßAz-yAyy-\- {yAx- aAey+ {aJy-ßAxY 

Man erhält: 

o ^ A 1 {dy ä}z dz d*yl .,« , 

. .1 \dz d^x dxd*z] .,o , 

r ^'= -"""-^liiSii- dt i?]"" •>■■■■' 

Wir haben zu untersuchen, unter welchen Bedingungen wenigstens 
eine der rechts stehenden Reihen wirklich mit At^ und mit keiner 
höheren Potenz von At beginnt. Unter der Voraussetzung, daß die be- 
trachtete Kurve nicht in einer Ebene gelegen sei, fanden wir, daß 

keine der drei Ableitungen ^; —f -^ beständig Null sein kann. 

Jede dieser Ableitungen kann also nur an getrennt liegenden Punkten 
verschwinden, folglich ist es möglich, einen Bereich für die Ver- 
änderliche i so abzugrenzen, daß für Werte von i innerhalb desselben 

weder -^ noch -^ Null wird. Bestände nun für alle diese ^-Werte 
dt dt 



die Gleichung: 



dy d^z _ d^ d^ _ ^ 
didi^^didt*"^' 
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80 wäre sie gleichbedeutend mit der Beziehung: 

d*z d*y 

dt* _ 1*1 ^ 

dz dy ' 

dt dt 

oder: 

z = my + n, 

wenn m und n Konstante darstellen. Dies besagt, daß jedenfalls das 
dem abgegrenzten Wertbereich von t entsprechende Kurvenstück sich 
in einer Ebene befindet. Durch diese Überlegung ist gezeigt, daß 
keiner der drei obigen Koeffizienten von /dt^ längs eines Kurven- 
stücks verschwinden kann, wenn kein Teil der Kurve in einer Ebene 
liegt. Wohl aber können diese Koeffizienten einzeln oder zugleich 
an getrennt liegenden Punkten verschwinden. 

In den Ausdrücken für Cxy Cy, c, hebt sich ^t^ im Zähler und 
Nenner fort; die Grenzwerte von Cxj Cyj c, för ^^ = nennen wir der 
Heihe nach X, ^,v und haben: 



V = 



Diese Grenzwerte ergeben sich, sei es, daß man mit einem 
positiven oder mit einem negativen /Jt zur Grenze Null übergeht. 

Die gefundene Halbgerade liegt in einer Normale der be- 
trachteten Kurve, da Xa + fiß + vy = 0, Diese Normale soll die 
Binormale der Kurve heißen, die Halbgerade selbst ihr positiver 
Teil. Diejenige Normale der Kurve, die senkrecht zur Tangente 
und Binormale ist, soll die Hauptnormale der Kurve heißen. Wir 
bestimmen ihren positiven Teil so, daß die positiven Teile der Tan- 
gente, der Haupt- und Binormale den positiven Teilen der x^y^z-Achae 
homolog liegen. Werden die Richtungskosinus der positiven Haupt- 
normale mit ly m, n bezeichnet, so muß hiemach: 

= 1 

X fi V 

sein, d. h. es wird: 

l ^ yii — ßv, w = «1/ — yXy n = jSX — «ft, 
oder: 



« ß 


y 


l m 


n 


X (i 


V 



dy d*z dz d*y 
dt dt* dt dt* 


dz d*x dx d*z 
dt dt* dt dt* 


■\/^ldyd*z dz d*y\^ 
V ^\dt dt* dt dt*) 

dxd*y dy d*x 
dt dt* dt dt* 


■i/^/dyd*z dz d*y\^ 

y j^\dt dt* dt dt*) 


■\/^S^(dyd*z dz d*y\^ 

V ^\dt dt* dt dt*) 
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di^j^ \dt) "" dt^ dt 



dx d^x 
di^ 



m = 



n = 



'\/'^(dxY't/^/dyd*z dz d*^* 

V j^\dt) V ^\dt dt* dt dt*) 

d*y ^^/dx\* dy -^dx d*x 

dt* ^ \dt) dtj^ dt dt* 

-\/'Sr^(äx^*-i/^/dyd*g dz d*y\* 

V j^Ut) V ^ \dt dt* dt dt*) 

d*z^)/dx\* dz ^^dx d*x 
di*^ \dt) "" dTj^ dt dt* 



-|/ 'V/^V l/^/<^y <^'g dz d*y\ 
V j^\dt) V j^\d?dt* dt dt*) 



Ebenso wie wir einem Eurvenpunkt drei ausgezeiclinete Gerade 
zuordneten^ ordnen wir ihm auch drei ausgezeichnete, durch ihn 
hindurchgehende Ebenen zu, und zwar 1. die Normalebene senk- 
recht zur Tangente, 2. die Schmiegungsebene (auch Oskulations- 
ebene genannt) senkrecht zur Binormale, 3. die rektifizierende 
Ebene senkrecht zur Hauptnormale. Die Gleichungen dieser drei 
Ebenen sind der Beihe nach: 

(a/-a:)a + (j/-j/)i8 + (y -;^)y = 0, 

{sf -x)X + {j/ -y)ii + {f/ - ß)v ^0, 

{af-x)l +(j/-.y)m+(/-0)w = O. 

Die positiven Teile der Tangente und der Haupt- und Binormale 
zusammen bilden, wie man sagt, das bewegliche oder begleitende 
Dreikant für die Kurve. 

Die Koordinaten eines Punktes hinsichtlich des begleitenden 
Dreikants sollen mit |, 1;, g bezeichnet werden. Dann bestehen 
zwischen den Koordinaten ^, y^, ^ eines beliebigen Pimktes in bezug 
auf das feste Koordinatensystem und seinen Koordinaten |, 1^, ^ in 
bezug auf das begleitende Dreikant die Beziehungen - 

a^ = X + ia + ril + tX, 

^ = ^ + ly + i?w + fv, I 

^ = iaf-^x)cc + {y^-y)ß+(^'-0)y, 
7i^{af'-x)l+{^'-y)m+{^ — z)n^ 

Wir stellen noch die Ausdrücke für die gefundenen ßichtungs- 
kosinus unter der Voraussetzung auf, daß die Koordinaten Xj y, als 
Funktionen der Bogenlänge s betrachtet sind. 

y.Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 18 
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Beachtet man, daß: 

2(9,\8)g,"(s) - g,'{s)g,\s)y - Sg,' (s)* Hg," (s)' - (2g,'is)g^'is)f 
80 folgt: 

«=-<7i'(«); ß-9%(s\ y-g^is), 

i^-jm=. m^-ßm=. n^-ßm=.. 

y^g^'W V^gTW V2g,'W 

j^^ g,'(8)g,^\8)-g,\8)g,''{8) ^ g,' (s) g," ja) ^ g.^s) g," (s) ^ 

^^ 9i'(s)g,"(s)^g;(8)g,"(8) ^ 

V29i"isy 

Die Voraussetzung, daß für den gewählten Wert von t die drei 

Ausdrücke -^ ^ — ^ -,^ usw. nicht zugleich verschwinden, geht hier 

in die Forderung über, daß für den gewählten Wert von s die zweiten 
Ableitungen von ^^1(5), g^is), g^{s) nicht zugleich verschwinden. 

Beispiele. 1. Die gewöhnliche Schraubenlinie. Wir 
haben hier: 

^1 (s) "= P cos } gJs) — » sin > 0.(5) = > 

gtis)^ — 7-^ — sin , ^ > a^(g)= — ^ cos , ^ y g&(s)=— ^ f 

^' ^ ^ p'+a' Vp'+a' ^' ^ ^ P'+a' Vp' + a' ^" ^ ^ 
folglich: 

P ' 8 ^ p 8 q 

Z = — cos f m = — sin > w = 0, 

Die positive Hanptnormale trifft die Achse der Schraubenlinie 
senkrecht. 

Die Koordinaten eines Punktes der Schmiegnngsebene sind: 

X =6 (p — tj)coat , ^ sin<, 

y~(p-i])Bmt+ J^ cos^ 
z= qt +-4^' 
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Die Schmiegungsebene schneidet den Ereiszylinder, anf dem die 
Schraubenlinie liegt, in der Ellipse mit der Gleichung: 

p'+a'^ p' ^^ 

Die Koordinaten eines Punktes der Normalebene sind: 
rr ==(» — «) cos < + , ^ sin t, 

y = (l>-i?)8in^-^;^cos^ 



Vp^+ä' 

Die Normalebene sclöieidet den Kreiszylinder, auf dem die 
Schraubenlinie liegt, in der Ellipse mit der Gleichung: 

P' '^ P'(p'+a*) "•'• 

Die rektifizierenden Ebenen der Schraubenlinie fallen mit den 
Tangentialebenen des Kreiszylinders, auf dem sie liegt, zusammen. 
2. Die konische Spirale. Hier ergibt sich: 



l = — - — / ^ — -f m = ^ - — -9 n = 0, 

- __ — hJ^ (k^ cos qp — yi — k^ sin qp) —hk^ (k^ sin 9 + V^ — k* cos <p) 

]/Ä;,»~Ä;« + l ' ^ ~ yk,*--k* + i ' 

V ^ Yk,^ - Ä« +1. 

Die Hanptnormale liegt senkrecht zur Kegelachse. Die Glei- 
chungen eines Punktes der Hauptnormalen sind: 

^ = (lc^s+ l)coB!(p + tl, y' = {\s+ l)sin9? + tm, z^ = ^(^^5+ 1). 

Setzen wir diese Ausdrücke an Stelle Ton a:, y, z in die Kegel- 
gleichung ein, so ergibt sich: 

Dieser Wert von x ist positiv, folglich schneidet der positive 
Teil der Hauptnormalen den Kegel. 

§ 3. Die sphärischen Bilder einer Baumkurve. 

um von den Richtungsänderungen, welche die Tangente, die 
Haupt- und Binormale längs einer Raumkurve erfahren, ein deut- 
liches Bild zu erhalten, zieht man in einer Kugel vom Halbmesser 1 
Radien, die den positiven Teilen jener Geraden parallel sind. Nehmen 

13* 
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wir zum Mittelpunkt dieser Engel den Eoordinatenanfangspnnkt, so 
bilden die Endpunkte jener Radien drei Kurven auf der Engel. Die 
Kurve mit den Gleichungen: 

x^a, y^ß, z^y 

heißt das sphärische Bild der Tangenten der gegebenen Kurve; 
ebenso heißen die durch: 

bezüglich: . 

dargestellten Kurven das sphärische Bild der Hauptnormalen 
bzw. Binormalen der gegebenen Kurve. 

Bei der gewöhnlichen Schraubenlinie und der konischen Spirale 
sind die drei sphärischen Bilder jedesmal «Kreise. 

Es liegt nahe, die Tangenten der sphärischen Bilder einer Kurve, 
ebenso ihre Bogenlängen zu bestimmen. 

1. Aus der Gleichung: 

folgt unmittelbar, da gi{s) = a: 

oder wenn wir: . ^ 

nehmen: 



(I) ^=-, ^--» 



da l dß m dy n 

ds Q ds Q ds Q 



Die dem wachsenden $ entsprechende Halbtangente des sphärischen 
Bildes der Tangenten einer Kurve ist • somit parallel der positiven 
Hauptnormalen. 

Nennen wir die Bogenlänge des sphärischen Bildes ö^ und lassen 
sie mit s wachsen, so entsteht: 

dü^ ^ i fc ^ r^ 

ds q' 1 J Q ' 



2. Aus der Gleichung: 



l _ 9i"(s) 



folgt durch Differentiation nach s: 

dl_^ 2g,'^{8y'g,"'{8)--g,"{8)2g,'^(8)gr(8) 

ds (y~£g^"{8yy ' 

daher: 
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denn ans der Beziehnng 2g^\sy =^ 1 folgt sowohl 2gi\s)g^'\s) ^ 
als anch Sg.^sf + 2g,\s)g,'"is) - 0. 

Ferner: , v 

ds 2g,'' (sy 

Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Gleichung mit • 

Dann haben wir: 



so daß: 


^ dl 1 -.dl 1 
ds Q ds r 


^¥.-0. 




(11) 


dl a X dm ß fi 
ds'~ Q r' ds "^ Q r ' 


dn y 

ds Q 


V 

r 



Nehmen wir die Bogenlänge (ö^) des sphärischen Bildes der 
Hanptnormalen als wachsend mit wachsendem s, so ergibt sich: 








3. Da 


ds ds ' 




^^d:s^'-^^d-s^'r' 




ds ' 


80 erhalten wir für das sphärische Bild der Binormalen: 


(lU) 


dl l dft m dv n 

ds r' ds r ds r 



Die Tangente dieses sphärischen Bildes ist also parallel der 
Haaptnormalen. Während die Zahl q stets positiv bleibt^ ist die 
Zahl r sowohl positiver wie negativer Werte fähig. Wenn wir daher 
die Bogenlänge 6^ des betrachteten sphärischen Bildes durch die 
Integralgleichung « 

^ds 



-/f 





berechnen, so nimmt sie bei wachsendem s zu oder ab, je nachdem r 
positiv oder negativ ist. 

Das Verschwinden von— ist die Bedingung dafür, daß die 

gegebene Kurve eben ist; denn dann besitzen Jl, /i, 1; konstante Werte. 
Durch eine Eoordinatentransformation erreicht man, daß zwei dieser 
Werte verschwinden. Wir sahen aber im § 2 S. 192, daß, wenn nur eine 
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der DeterminÄnten ^ 57I "~ jf" jn ^s^- verschwindet, die vorgelegte 

Kurve eben ist. Verschwinden zwei von diesen Determinanten, nicht 
aber die dritte, so ist die Ebene der Kurve einer Koordinatenebene 
parallel. Verschwinden alle drei Determinanten, so erhalten l, fi, v 
unbestimmte Werte; die Zahl q wird unendlich, und die vorgelegt^ 
Kurve ist eine Gerade. 

Die Ausdrücke — und — sind uns entgegengetreten als Ab- 
leitungen von Bogenlängen sphärischer Bilder nach der Bogenlänge 
der gegebenen Kurve. Man pflegt vielfach den Ausdruck — als den 
Winkel zwischen zwei unendlich benachbarten Tangenten, dividiert 
durch das Bogenelement, den Ausdruck — als den Winkel zwischen 

zwei unendlich benachbarten Binormalen, dividiert durch das Bogen- 
element, zu erklären. Es beruht dies auf folgender Erwägung. Ist fp 
der Winkel zwischen den zu (s) und (s + /is) gehörenden Tangenten, 
deren Bichtungskosinus a, /3, y und a + ^a, ß+^ß, y+/Jy sind, 
so hat man: 

cos q) = JSa (a + Ja) =« 1 + y Sa -r-^ Js^ H j 

Anderseits ist: , 

cos 9> = 1 — |- H 

Wir erhalten also für (p eine Entwicklung von der Form: 

9) = — + ..., 

somit: 

Lim -^ = ^. 

Bezeichnet man, wie es gewöhnlich geschieht, den Winkel zweier 
unendlich benachbarter Tangenten mit „de", so ist zu bemerken, 
daß hier ds nicht einen unendlich kleinen Zuwachs des Winkels 
zwischen einer festen und einer veränderlichen Tangente bedeutet; 
vielmehr ist d« = d6^. Wenn man d6^ als Zuwachs eines Winkels 
deuten will, hat man den Kegelmantel, der von den Halbmessern der 
Einheitskugel längs des sphärischen Bildes der Tangenten gebildet 
wird, auf eine Ebene abzurollen und erhält damit einen Winkel, 
dessen .Maßzahl gleich der des Bogens 0^ ist, und nun wird d6^= de. 

Durchaus Entsprechendes gilt von dem Ausdruck— 



§ 3. Die sphärischen Bilder einer Raxunkurve. 
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Man nennt meistens — die erste, — die zweite Erümmnnfic 

der Baumkurve. Auch sind die Worte Flektion für die erste, 
Torsion für die zweite Krümmung in Gebrauch. 

Bei Anwendung der Veränderlichen t ergibt sich: 



V \dt dt* dt dt*) "^ \i 



dz^ ä*x_ 

At dt* ' 



dx d*z\* /dx d*y 
dt dt*) "^ [dt dt* 



dy d*x\* 
dt dt*) 



(V©'+ ©"+©■) 



- 1 



\dt dt* dt dt*) '^Kdtdt*^ dt dt*) "^U dt* dt dt*) 



dx 
dt 



dz 

dt 



dt 

d*x d*y d*z 
dt* dt* dt* 
d*x d*y d*z 
di^ di^ ~di^ 



Man überzeugt sich leicht, daß diese Ausdrücke in ihrer Gestalt 
sich nicht ändern, sei es, daß man statt des o;, i/, jS^-Systems ein 
anderes System rechtwinkliger Koordinaten zugrunde legt, sei es, 
daß man statt der Veränderlichen t eine neue Veränderliche benutzt. 

Beispiele, a) Bei der gewöhnlichen Schraubenlinie erhält man: 

Q '^ p* + gt*' r ^ p* + q^' 

also ist bei der fechtsgewundenen Schraubenlinie r < 0, bei der links- 
gewundenen r > 0. 

b) Bei der konischen Spirale hat man: 



da 
da 



— fci yi—k* sin y -- (1 — fc*) cos 



ä;,*+1 



5 _ yi -k*yk,*-k*+i , 

•" k,s + t ^' 



dl _ h\ {\ yi-k* Biny + (1 - k*) cos y) h \yt-k* . 

äa'^ {k,8 + l)yki*--k*+l "" ki8+l ' 
somit: , , , 

1 ^ yr^*yki*-k*+t i ^ hk^yi-k* 

Q ki8'\-l 'r^ k^8+l 

Hier ist das Verhältnis der ersten zur zweiten Krümmung kon- 
stant, während bei der gewöhnlichen Schraabenlinie jede Krümmung 
für sich unveränderlich ist. 

4. Für das sphärische Bild der Tangenten seien «j, /S^, y^ die 

Richtungskosinus der Tangenten, 
Da 

so ist: 



9i 

dl 
dui _ d8 



sei die erste Krümmung, 
yi = w. 



dif^ 



r ' 
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daher: 



K -!/>+©■ 



Für das sphärische Bild der Binormalen seien tc^, ß^, y^ die 

Bichtnngskosinus der Tangenten, — sei die erste Krümmung. 

Da: 

«5-?, A^^w, n=-n, 
so wird: 

dl 
^ da, d« r 

r 
daher: 

Es besteht also der Satz: 

I 
Bemerkung. Die Gleichungen {!), (11), (III) pflegt man die i 

Frenetschen (auch Serretschen oder Freu et- Serretschen) Formeln 
zu nennen. Vgl. F. Freuet, Recueil d'exercices sur le calcul infinitesi- 
mal. Fünfte Auflage. Paris 1891. S. 192, sowie J. A. Serret in der 
fünften Auflage yon A. Monge, Application de Tanalyse a la geom^trie. 
Paris 1850. Über die Priorität Frenets gegenüber Serret vgL Nouvelles 
Annales de Mathem. (2) Bd. 3. 1864. S. 284. 

§ 4. Gestalt einer Baumkurye in der Umgebung 
eines gewohnliehen Punktes. 

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen setzen uns in den Stand, 
die Umgebung eines gewöhnlichen Punktes der gegebenen Raum- 
kurve auf das Dreikant der Tangente, Haupt- und Binormale zu be- 
ziehen und damit von dem Verhalten der Kurve in der Nähe des 
betrachteten Punktes eine anschauliche Vorstellung zu gewinnen. 

Dem Werte s + /^s entspreche der Kurvenpunkt mit den Ko- 
ordinaten X + Jx, y + Jy^ z + Jz. Da: 

^- ^ l dg 



dx 


d^x da l 


d^x Q a X 


-, - = tt. 


ds* ^ ds^ q' 




d8 *^' 


ds^ ds q* rq 



q* da' 
so folgt die Entwicklung: 

2q 6 \q* * q* ds rqj 
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und damit nach §2 8, 193, wenn a/ = ic + Jx^ i/=^y + z/y, s/ ^^z^ /dz 
genommen wird: 

1. Die Zahlen | und ri sind die Koordinaten der senkrechten 
Projektion des betrachteten Eurvenpunktes auf die Schmiegungsebene^ 
und bei veränderlichem z/s stellen die Gleichungen für g und ly die 
senkrechte Projektion eines kleinen Kurvenstücks auf die Schmiegungs- 
ebene dar. Die Tangente dieser Projektion im Punkte {x, y, z) fallt 
zusammen mit der Kurventangente, die Normale der Projektion mit 
der Hauptnormalen. Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts 
der Projektion sind: ,. ^ 

Wir haben hiermit eine neue Bedeutung von q kennen 
gelernt, nämlich die des Krümmungsradius der senkrechten 
Projektion der Kurve auf die Schmiegungsebene. 

Den Krümmungsmittelpunkt der Projektion nennen wir den 
Mittelpunkt der ersten Krümmung der gegebenen Kurve. Seine 
Koordinaten im a:,y,;er- System sind: 

x^^x + Qly y^=y+ gm, z^-^z + Qn, 
oder: 

oder- ' ^^i"W* ^' ^^^g^'W' "^'^^ + 29,'^' 
^^/dx\ ' j d^x '^/dx'K '__ dx -^ d x d^x \ 
_ ^ \dt) \di^ 2^\dt)'~ dt 2^'diW] 

^\dt dt^ dt dt*) 

_ ^\dt) \dt*^\dt) dt^ dt dt* I 

^1 y'^ ^/dyd}z__dz_d^* ' 

^\dt dt* dt dt*} 

'^/dx\*{d*Z'^/dx\* dz^^^dx d*x\ 
__ ^[dtl [di*^\dt)~"di^didi*\ 

^i—^'T' ^(dyd*z dg d*y\* 

^\dt dt* dt dt*) 

2. Die Gleichungen für | und g stellen die senkrechte Projektion 
eines kleinen Kurvenstücks auf die rektifizierende Ebene dar. Die 
im ersten Teil § 1 erklärten Zahlen v und X besitzen hier die Werte 
v = l, X<=2, Die Projektion hat daher im betrachteten Punkt eine 
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Wendetangente, nnd, da l — v ungerade, so sind zvrei unendlich 
fern liegende Erümmungsmittelpunkte vorhanden. 

3. Die Gleichungen für ij und g stellen die senkrechte Projektion 
eines kleinen Kurrenstücks auf die Normalebene dar. Die Zahlen v 
und X besitzen hier die Werte v = 2, X = l, somit besitzt die Pro- 
jektion im betrachteten Punkt eine Hellebardenspitze mit dem 
ErümmungshalbmeBser Null. 

Die Eoordinatenebenen des ^,ij, g- Systems teilen den Raum in 
acht Teile — Oktanten — . Wir wollen dieselben so benennen, daß 
ein Punkt, für den 



l>0, 
l<0, 
l<0, 
l>0, 
l>0, 
l<0, 
l<0, 
l>0, 



ri>0, 

V<0, 
V>0, 
V>0, 
V<0, 
V<0, 



5>0, 
5>0, 
t>0, 

t>o, 
i<o, 
?<o, 
5<0, 
5<0, 



im 
im 
im 
im 
im 
im 
im 
im 



ersten 

zweiten 

dritten 

vierten 

fünften 

sechsten 

siebenten 

achten 



Oktanten 
Oktanten 
Oktanten 
Oktanten 
Oktanten 
Oktanten 
Oktanten 
Oktanten 



liegt. 



Läßt man Js von einem positiven Wert durch die Null hin- 
durch zu einem negativen Wert übergehen, so tritt bei positivem r 
der entsprechende Kurvenpunkt aus dem fünften Oktanten in den 
zweiten über, bei negativem r tritt er aus dem ersten Oktanten in 
den sechsten über; die Schmiegungsebene wird also von der 
Kurve im Berührungspunkt geschnitten. 

Die Schmiegungsebene sowohl wie die rektifizierende Ebene ent- 
halten die Tangente der Kurve. Man nennt eine Ebene, welche eine 
Tangente der Kurve enthält, eine Tangentialebene derselben. Es 
liegt nahe, auch die senkrechten Projektionen der Kurve auf ihre 
Tangentialebenen zu betrachten, um eine Tangentialebene festzulegen, 
messen wir die Winkel zwischen den einzelnen Halbnormalen der 
Kurve in der Normalebene durch eine Drehung, die in derjenigen 
Richtung erfolgt, welche die positive Hauptnormale auf dem kürzesten 
Wege in die positive Binormale überführt. Die Richtungskosinus der 
Halbnormalen, welche mit der positiven Hauptnormalen den Winkel gp 
bildet, sind dann: 

a' = Z cos q>'+ Xsmcp, j8' =^ m cos 9) + ^ sin 9), / = w cos q) + vsmg). 

Die hierdurch bestimmte Normale werde als 1^'- Achse bezeichnet, 
und senkrecht zu ihr und der Tangente liege die g'- Achse mit den 
Richtüngskosinus : 

a"=* Xcosq) — 7 sin 9), /3"« /ttcosqp — msing), y"= i/cosg? — nsin^^. 
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Zwischen den Koordinaten aiy ^^ ^ eines Punktes im ^^j/^^sf- System 
und seinen Koordinaten iin |, iy', g'- System bestehen die Gleichungen: 

Die Gleichungen der senkrechten Projektion eines kleinen Kurven- 
stücks auf die 1 17'- Ebene sind dann: 

l = S^x • a = z/s — ^-j z/s* '\ , 

r xn ^ f cos /p ^ , 1 /cOBQp do , sinqpX . « , 
' 2q ß \ q* ds ' rg / 

Für den Krümmungsmittelpunkt der Projektion im Punkte (Xy y, z) 
ergibt sich: 

* ' ' C0B9 

Im festen Koordinatensystem hat dieser Punkt die Koordinaten: 

af = x + qI + Qtgq>'X, 

^ = iS + Qn + Qig(p'V. 

Er wird erhalten^ indem man von dem betrachteten Kurvenpunkt 
aus zuerst zum Mittelpunkt der ersten Krümmung geht und dann weiter 
um das Stück Qtgq> in der Richtung der Binormalen. Also besteht der 
Satz: Die zu einem Kurvenpunkt gehörenden Krümmungs- 
mittelpunkte der senkrechten Projektionen der Kurve auf 
die zu jenem Punkt gehörenden Tangentialebenen liegen in 
einer Geraden^ die parallel zur Binormalen ist und den 
Mittelpunkt der ersten Krümmung der Kurve enthält. Wir 
nennen diese Gerade die Krümmungsachse der Kurve. 

Der hier benutzte Weg, um von den Tangentialebenen aus zur 
Krümmungsachse zu gelangen, dürfte zuerst von K. Peters on (Über 
Kurven und Flächen. Moskau und Leipzig 1868. S. 10) beschritten sein. 

§ 5. Die Einhüllende einer Ebenenschar. 

Einem gewöhnlicheo Kurvenpunkte haben wir bisher Ebenen und 
Gerade zugeordnet. Diese Ebenen und Geraden ändern längs der 
Kurve ihre Lage und erzeugen weitere geometrische Gebilde, die 
wir kennen lernen wollen. Zunächst sind allgemeine Erörterungen 
über eine einfach unendliche Schar von Ebenen notwendig. Eine 
solche Schar sei dargestellt durch die Gleichung: 

xÄ(t) + yBit) + zG(f) + B{t) « 0, 
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wo die Funktionen Ä{t), B(t), C(t) die Richtungskosinns der Nor- 
malen der zu dem Wert t gehörenden Einzelebene der Schar 
bedeuten sollen, so daß: 

Ä{ty + B(ty + c(ty^i. 

Die Schnittlinie der zu t und t + ^t gehörenden Einzelebenen 
wird bestimmt durch die Gleichungen: 

xÄ{t) + yB{t) + zC(t) + Bit) = 0, 
xA{t+M) + yB(t+^t) + 0C(t+Jt) + B(t+Jt) = 0. 
An Stelle der letzten Gleichung können wir schreiben: 
xÄ^t) + yB\i) + zC\t) + B\t) 

+ y [xÄ' + j/5" + zC' + D' V^ + 0- 

Die dem Grenzfall ^^ » entsprechende Lage der Schnittlinie 
wird also durch die beiden Gleichungen: 

xA+yB +zG +B ^0, 

xA! + yB' + za+B'^0 

bestimmt; welche zwei zueinander senkrechte Ebenen darstellen, falls 
nicht A!y B\ C zugleich fÖr alle Werte von t verschwinden. Wir 
schließen diesen Fall aus, da fOr ihn die vorgelegte Ebenenschar aus 
lauter parallelen Ebenen bestehen würde. Bezeichnen nun a(f), b{t), 
c(t) die Richtungskosinus der Grenzlage der betrachteten Schnitt- 
linie; so folgt: 

a(t) = — ; f b(f) = — z > c(t) = — ; — 

Es ist zu untersuchen, unter welchen Umstanden a(t\ b{t), c(t) 
von t unabhängig sind, mit anderen Worten, wann die Grenzlage 
der betrachteten Schnittlinie mit sich änderndem t ihre Richtung 
beibehält. Aus den für a(t), b(t), c(t) bestehenden Identitäten: 

aA+bB +cG =^ 0, 

a^ +6« +c« =1 
folgt durch Differentiation: 

a!A + VB + (/O - 0, 

a!A! + VB' + c'C = - 2aAI\ 

a*(BC' - CB') + b\CA! - AC) + (!{AB' - BÄ) = 0. 
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Man hat: 



SaA" 



ysA'^ 



ABC 
Ä B' C 
A" B" C" 



Wir bezeichnen die hier auftretende Determinante dritter Ordnung 
mit /J und erhalten: 



a'(0 = - 






V(t) •• 



B'J 



(yi]A'^y 



d{0 



Cd 



{Vsjr^y 



Die Bedingung dafür^ daß a(t), b(t), c(t) von t nnabhängig sind^ 
ist demnacli z/ = 0. Besteht die Gleichung z/ = 0, so bilden ent- 
weder die Grenzlagen unserer Schnittlinie eine Zylinderfläche^ oder die 
Gfrenzlagen fallen in eine einzige Gerade zusammen, d. h. die gegebene 
Ebenenschar bildet einen Ebenenbüschel. Um dies zu entscheiden, 
legen wir senkrecht zur Richtung der Grenzlagen unserer Schnittlinie 
eine Ebene durch den Eoordinatenanfangspunkt und sehen zu, ob sie 
Yon den Grenzlagen in einer Kurve oder einem Punkt geschnitten 
wird. Die Koordinaten des Punktes, in welchem die fragliche Ebene 
Yon der zu t gehörenden Grenzlage unserer Geraden geschnitten wird, 
genügen den Gleichungen: 

xÄ+yB + 0C + D^O, 



Ä' , B 

X — h y 



X- 



w 
BC'-CB' 



+ ^'^ + ^-0, 



w 



+ y 



w w 
CA'-AC 



w 



, AB'^BA' r. 

+ z *= 0. 

w 



Hier ist zur Abkürzung statt "^^Ll'^ einfach w geschrieben. Die 
Koeffizienten von x^y^z in den vorstehenden Gleichimgen bilden das 
System der neuen Bichtungskosinus von drei zueinander senkrechten 
Geraden. Bezeichnen wir die für x^ j/, z sich ergebenden Lösungs- 
funktionen mit Äi(^), \{i)^ WS)} so folgt: 



Ai(0 = --D^- 



B'A! 



\{t)=^-BB 



Ä ».«)— i)C-^- 



Differenzieren irir die Identiläten: 
\A+\B +h^G -k-B == 0, 
\A! + h^B' + h^C'-k-B' = 0, 

\(BC' - OB') + \{CÄ - AG') + h^iAB' - BA!) = 
nach t, 80 entsteht, da: 
\Ä' + \B" + Ä,0" + B" = Bw* - ^11^1 + B", 



w' 



D'd 



h,(BC^'^CB^') + \{GÄ'--Aa') + \{AB^'^BA') = ^ = 0, 
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das System: 

h^A+h^B +h!C =0, 

V^' + V-B' + V C' - - Dw' + ^^^- - D", 

Ä/(BC' - OB') + h^'{CÄ' - ^(70 + h^\ÄB' - ^^0 = 0. 

Soll die fragliclie Ebene nur in einem Pankt geschnitten werden, 
so müssen hi, h^, \ konstant sein, h^^ h^', h^ also yerschwinden. Die 
Bedingungen für einen Ebenenbüschel sind somit: 

^ - 0, Dw^ - D' ^^ + 2)" = 0. 

Man kann sich umgekehrt leicht überzeugen, daß für einen 
Ebenenbüschel die fraglichen Bedingungen erfüllt sind. Die einfachste 
Art der Darstellung eines Ebenenbüschels ist: 

{xa^ + y\ + zc^ + dl) — ^ {xa^ + y\ + ^c^ + dg) = 0, 

wenn angenommen wird, daß die beiden Bezugsebenen senkrecht zu- 
einander sind, und die Zahlen a^, \y c^\ ag, 2^2; ^ Bichtungskosinus 
bedeuten, daß also: 

2,V=1, 2:^=1, 27aiör3 = 0. 
Bei dieser Darstellung erhält man: 

^-^ 1/1+** ^^ 1/1+*' yi+«' yiT^ 

und findet leicht, daß unsere Bedingungen bestehen. 

Wir setzen jetzt voraus, daß die Determinante A von Null ver- 
schieden ist, und fragen nach dem Punkte, in welchem die zu i gehörende 
Grenzlage unserer Schnittlinie von der zu t-\-/!lt gehörenden Einzel- 
ebene der Schar geschnitten wird. Die Koordinaten Xy y, dieses 
Punktes müssen die Gleichungen befriedigen: 

xÄ{t) + yB{t) -f zG{t) + Bit) = 0, 

xÄ(t) + yB\t)+ zC^(t):h Z)'(0= 0, 

xÄ(t+At) + yB(t+zlt) + zC{t+Ji) + D{t+M) - 0. 

Vermöge der beiden ersten dieser Gleichungen können wir an 
Stelle der dritten schreiben: 

\ {xÄ"(t) + yB\t) + zG%t) + 2)"(0) 
+ \ (xA!\t) + yB'"(0 + ^0'"a) + D'"(0)z/^ +. . •« 0. 
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Für die Koordinaten der Gh'enzlage unseres Punktes bei ^^ « 
besteht folglich das System: 

xÄ +yB +0C + D ^0, 

xA! +yB' +za 4-2)' -0, 

das wegen ^ ^ eine bestimmte Lösung besitzt. Wir bezeichnen 
dieselbe mit x^l^(t)y !/ = ?2(0> ^^h(f) ^^^ erhalten: 



m- 



-1 



B G D 




B' C D' 


, m='^ 


B" C" D" 





AGB 




Ä' G' D' 
Ä" C" D" 


, ^.(0=^ 



ABB 
Ä' B' D' 
Ä" B" D" 



Es bleibt noch zu antersacben, ob die Aosdrttcke ftlr l.y{t), lj(t), 
l^(t) konstant oder mit t veränderlicb sind. 
Durch Differentiation der Identitäten: 

liÄ +ltB +l,C +D =0, 

l,Ä' +l,B' +l^G' +D'=0, 

l^Ä" + ltB"+ltG" + D" = 
etffht sich: 

l^'Ä +V-B +h'C! =0, 
k'Ä' + k'B' +k'G''^0, 

l,'Ä" + l,'B" + l,'C" = - {l^A'" + l,B>" + l^G'" + D'") 

Ä B G B 



-1 

~2~ 



A' B' C B' 
A" B" C" B" 
A'" B'" G'" B'" 



=_i, 



wenn die hier auftretende Determinante vierter Ordnung mit ^j be- 
zeichnet wird. 

Ist ^1 gleich Null, so verschwinden l^', Z^', Zj', und die Greuzlagen 
unserer Schnittlinien bilden einen Kegel. 

Ist ^1 von Null verschieden, so erhalten wir: 



V 



BC'-CB' 



^u 



j f _ CA' -A G' . 



V = - 



AB'-BA' 



^v 



Damit ist bewiesen, daß die Tangenten der durch: 

bestimmten Kurve mit den Grenzlagen der Schnittlinien benachbarter 
Ebenen zusammenfallen. ^ 
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Wir zeigen noch, daß die Schmiegongsebenen unserer Kurve 
mit den Ebenen der gegebenen Schar zusammenfallen. Die zu t ge- 
hörende Schmiegungsebene hat nach § 2 S. 193 die Gleichung: 



Aber: 



hh - hh '' 



ebenso: 



„^ BC"-CB" .j,''""'^^ 
.^l[CA'-ÄC')(AB"-BA")-iÄB'-BÄ')(CÄ"-AC")\ 



oder, da: 



m 



folglich geht die Gleichung der Schmiegungrsebene über in: 

xÄ + yB + zC + D^O, 

und das hatten wir behauptet. 

Man sagt, der Ort der Grenzlagen der betrachteten Schnittlinien 
werde Ton den Ebenen der Schar umhüllt, auch wohl, er bilde die 
Einhüllende (Enveloppe) der Ebenen der Schar. Bildet die Ebenen- 
schar keinen Ebenenbüschel, so ist die Einhüllende eine Flache, die 
man aus einem später zu erörternden Grunde eine abwickelbare 
Fläche nennt. Ist letztere weder ein Zylinder noch ein Kegel, so 
nennt man den Ort der Grenzlagen der betrachteten Schnittpunkte 
(x=^li{t\ ^ = ^2(0» ^^hQ)) ^® Gratlinie (auch Rückkehrkante 
oder Wendekante) der abwickelbaren Fläche. 

Wir können unsere Ergebnisse folgendermaßen zusammenfassen. 
Ist eine einfach unendliche Schar nicht paralleler Ebenen 
durch die Gleichung gegeben: 

xÄ(t) + yB{t) + zG{i) + D(t) = 0, 

in der Ä(t), B{t), G(t) die Richtungskosinus der Normalen 
der zu t gehörenden Ebene bedeuten sollen, so daß 2JA^ ^ 1, 
so bilden die Ebenen der Schar einen Ebenenbüschel, wenn 
sowohl die Determinante 

A B G 

j^ Ä' B' a 

jil fft QU 



A 


B 


C 


B 


Ä' 


B' 


C 


D' 


A" 


B" 


C" 


D" 


A'" 


B'" 


C" 


D'" 
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wie der Ausdruck: 

j^ = di:a"-D'^^ + d" 

verschwindet. 

Ist ^ = 0, ^Q^O, so umhüllen die Ebenen einen Zylinder. 

Ist^ von Null verschieden, verschwindet aber die Deter- 
minante vierter Ordnung: 



A 



so umhüllen die Ebenen der Schar einen Eegel. 

Ist weder ^ noch z/| gleich Null, so umhüllen die 
Ebenen der Schar die Tangentenfläche einer Kurve und 
fallen mit den Schmiegungsebenen der letzteren zusammen. 

Auf Grund dieses Satzes brauchen wir nicht mehr nach der von 
den Schmiegungsebenen einer Kurve umhüllten Flache zu fragen; es 
ist die Tangentenfläche der gegebenen Kurve, die Gratlinie dieser 
Fläche ist die Kurve selbst. 

Bemerkung. Lassen wir die Voraussetzung, daß Ä{t)y B(t), C(t) 
Richtungskosinus bedeuten sollen, fallen, so ergibt sich: 

usf. 
und im Ausdruck des vorigen Satzes ist ^q durch: 

zu ersetzen. +2)''2;(B(7'- CJ?')» 

§ 6. Die Schar der Normalebenen. Die Schmiegnngskngel. 

Die Grenzlage der Schnittlinie der zu den Werten s und s+^^s 
der Bogenlänge gehörenden Normalebenen für ^s = wird bestimmt 
durch die Gleichungen: 

(^'-9i{s))a{s) + (y-9,(s))ß{s) + (z-9,{s))r(s) ^ 0, 

(x-g,)c/{s) +(y-g,)ß'{s) +(e-^g,)^(s) =1. 

Da aber nach den ersten Frenetschen Formeln 

da l dß m dy n 

da Q da q da q 

80 tritt an die Stelle der zweiten Bestimmungsgleichung die folgende: 
{oo-g^)l + {y-g^m + {0-9^)1%=- Q, 

V. Lilien thal, Differentialgeometrie. I. 14 
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Die Grenzlage unserer Schnittlinie besitzt somit die Richtungs- 
kosinns X, (lyV und geht durch den Mittelpunkt der ersten Krümmung 
(ffi + ^Q} 9i + '^Q} 9i + ^Q)f ^' ^- ^^® ^^^ ^^^ ^®^ Krümmungsachse 
zusammen. 

Zur Bestimmung des zu * s gehörenden Punktes der GraÜinie 
haben wir die weitere Gleichung: 

{.-..)(t - 7) + (>-^){^ - ?) + (-^.)(t' -t)- %■ 

oder, wegen der ersten Bestimmungsgleichung: 

{x-g;)X + (y-^s)^ + {0'-9z)v = - r||. 

Die Koordinaten des fraglichen Punktes sollen mit x^fV^f^i be- 
zeichnet werden. Man erhält dann: 

^=^9i + h --^^57' 









y% 




und damit weiter: 


dx, 

ds 


H 


= ?s + »» 

-.0 + 


da 

d*Q drd,.\ 
^ds' + dsdF)' 






dy* 
ds 


= - 


-"(? + 


d», drdg\ 
^ds* ^ dsds/' 






dz, 
da 


= - 


-•'& + 


d'e,drde\ 
^ds* ^ dsds) 


Die 


Gleichung: 

Q + 


'■mt + ^-'ä-" 



drückt daher die Bedingung dafür aus, daß die Normal- 
ebenen der betrachteten Kurve einen Kegel umhüllen. 
Findet dieser Fall statt, so wird: 

^ ^ ^ ' {^-9i? + (2/2 -^2)' + (^2-^3)' = const. 

Die obige Bedingung ist also zugleich die Bedingung 
dafür, daß die gegebene Kurve auf einer Kugel liegt. 

Man nennt die Kugel, welche durch den betrachteten Kurven- 
punkt gelegt ist, und den Punkt x^ x^y ^ = ^2; ^ == ^2 ^^^ Mittel- 
punkt hat, die Schmiegungskugel, die zu jenem Kurvenpunkt 
gehört. Ihre Gleichung ist: 
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Man kann die Gleichung der Scbmiegungskugel auf sehr einfache 
Weise folgendermaßen finden. 

In der zu dem Eurrenpunkt P gehörenden Schmiegungsebene 
nehmen wir den Mittelpunkt der ersten Krümmung zum Mittelpunkt 
eines Kreises, der den Halbmesser q besitzt, also durch den Punkt P 
hindurchgeht. Die Mittelpunkte dler Kugeln, welche diesen Kreis 
enthalten, liegen auf der Krümmungsachse, ihre Koordinaten lassen 
sich daher durch 

9i + h + ^'^y 9% + niQ + (it, gfi + nQ + vt 
darstellen, wo t die Maßzahl des senkrechten Abstandes eines Kugel- 
mittelpunkts von der Schmiegungsebene bedeutet. Die Qleichung 
eincfr solchen Kugel ist folglich: 

2{x -- g^-lQ - Xxy ^ (f' + t\ 
oder* 

Soll die Kugel den zu s + z/s gehörenden Kurrenpunkt ent- 
halten, so muß ihre Gleichung befriedigt werden, weun statt x^ y, e 
gesetzt wird g^ +^gi, g^ +^g%f g^+^g^^ 

Wir erhielten für Jg^ im § 4 S. 200 die Entwicklung: 

damit ergibt sich: 

Die Zahl t wird daher durch die Gleichung bestimmt: 

öehen wir mit z/5 zur Ntill aber, so gelangt unsere Engel in 
eine Grenzlage, in der sie die zu s gehörende Schmiegnngskugel 

genannt wird. Die Zahl r erhält dann den Wert — r-^ und die 
Gleichung der Schmiegnngskugel wird: * 

Wir setzen zur Abkürzung: 

Q . dr dQ ^^ d^Q 

T^ rsds'^'^J?'^^^ 

und erhalten für die Bogenlänge s^ der Mittelpunktskurve der 
Schmiegungskugeln: , 



212 Zweiter Teil. Kiir?en im Baum. 

wenn s^ mit s wachsen soll oder nicht; je nachdem i> ^ 0. Die 
Richtungskosinus der Tangente der Mittelpunktskurve werden dann l, fiy v. 
Ist s gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem rp ^ 0, so werden die 
Richtungskosinus der Haupt- bzw. Binormalen der Mittelpunktsknrve 
gleich el, em, sn bzw. — ea, —sß, — sy. Die erste Krümmung 

imserer Kurve wird gleich — ; die zweite gleich — — 

Bemerkung. Die von den Normalebenen einer Kurve umhüllte 
Fläche (der Ort der Ejrümmungsachsen) wird die Polarfläche, 
ebenso die Evolute der Kurve genannt. Auch nennt man vielfach 
den Mittelpunkt der Schmiegungskugel den Pol; und seinen Ort die 
Pollinie der Kurve. 

Von diesen Bezeichnungen ist das Wort Evolute am unzweck- 
mäßigsten angewandt; da es bei einer ebenen Kurve eine Kurve be- 
deutet und hier eine Fläche bedeuten soll. 

§ 7. Die Tangentialel>enen einer BanmkurTe^ insl>esond6re 
iltre rektifizierenden Ebenen. 

Wir legen durch die Tangente und eine Halbnormale; die in 
dem früher festgelegten Sinne den Winkel tp mit der positiven 
Hauptnormale bilde^ eine Tangentialebene. Dabei soll (p als ein 
konstanter (von s unabhängiger) Winkel gelten, der größer wie Null 
sei, da sonst der bereits erledigte Fall der Schmiegungsebenen auf- 
träte. Die Gleichung der Tangentialebene ist: 

2{x — gfi) (X cos 9? — ? sin q>) = 0, 

während die zugrunde gelegte Halbnormale die Richtungskosinus : 

l cos q> + X sin <p, m cos ^ + ii sin 9), n cos ip -\- v sin 9? 

besitzt. Differenzieren wir die vorige Gleichung nach 5, so kommt: 

^i^-9i) (^cosg) + (^ + j) sin<)p) = 0, 

oder: 

2{x — g^) (a sin 9> -f - Q oosq) + X sin 9)) j = 0. 

Verstehen wir imter h eine beliebig zu wählende Zahl, so er- 
halten wir als Gleichungen der Schnittlinie: 

X = g^ + h( a + sing>(l cos <p + X sin 9))], usw. 

Bei einer ebenen Kurve fallt daher die Schnittlinie mit der 
Normalen, die sich in der Tangentialebene befindet, zusammen. 

Es liegt nahe, nach dem Ort der Schnittlinien zu fragen, die 
sich an ein und demselben Punkt bei veränderlichem q> ergeben. 
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Bei einer ebenen Kurve wird dieser Ort Yon der Normalebene 
dargestellt. Bei einer doppelt gekrümmten Kurve setzen wir: 

2;(a;-(/i)a-S, 2J(x^g;)l^ri, I](X'-g,)X^i 
und erhalten: 

1 = — — Ä, 12 = sinqp cosy -Ä, g = sin*qpÄ, 

'*^*'*- f(i,»+e«) + es = o, 

d. h. unsere Schnittlinien bilden einen Kegel zweiten GradeS; der sich 

mit s nicht ändert, wenn — konstant ist. 
' r 

Es ist leicht^ die Gleichung dieses Kegels auf die Hauptachsen 
zu transformieren. Setzt man zur Abkürzung: 



und wendet die orthogonale Substitution an: 



so ergibt sich: 
oder: 



€, T T 



Eine Hauptachse des Kegels fallt also mit der Hauptnormalen 
zusammen. 

Die weiteren Fragen sollen nur für die Schar der rektifizierenden 

Ebenen behandelt werden, so daß fortan die Voraussetzung 9> = y 
Platz greift. 

Die Grenzlage der Schnittlinien einer rektifizierenden Ebene mit 
ihren benachbarten rektifizierenden Ebenen führt den Namen rekti- 
fizierende Kante; die von den rektifizierenden Kanten gebildete 
Mäche heißt die rektifizierende Fläche. Wir bezeichnen die 
ßichtungskosinus der rektifizierenden Kante mit a, 6, c und erhalten 
aus dem vorigen: 

X-^a fi-f^ i;-^y 

a = } = ; c = 



l/'+(^' l/'+if)' iMä" 
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Die rektifizierenden Kanten sind einander parallel, oder, 
was dasselbe ist, die rektifizierende Fläche ist ein Zylinder, 

wenn — konstant ist. In diesem Falle bildet die Tangente der 

Eurre mit der Erzeagenden des Zylinders einen konstanten Winkel, 
dessen Eosinns gleich 



]/•+(?) 



ist, oder, wie man sagt, die gegebene Enrre ist eine isogonale 
Trajektorie der Erzeagenden eines Zylinders. 

Wir setzen jetzt — als veränderlich yoraas and fragen nach der 

Qrenzli^e der Schnittpankte der rektifizierenden Eante mit den be- 
nachbarten rektifizierenden Ebenen. Für die Eoordinaten der Grrenz- 
lage bestehen die Gleichongen: 

Die Determinante dieser Gleichungen ist gleich — (>^- Wir 
bezeichnen die Lösongsfonktionen mit x^, y^, 0^ and erhalten: 



^ = ^i + -y(^-7«)' ^«^• 



d 
r 

~di 



sowie: 



d«^ 



~d~ 






Die Bedingung, unter der die rektifizierende Fläche 



d'-« 



ein Eegel ist, laatet also: -r-^ = 0, oder: — maß eine ganze 
lineare Funktion von s sein. 
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§ 8. Nfthere Untersnehnng des Falles^ in dem die 
rektifizierende Fl&che ein Kegel ist. 

Wir setzen, unter p und q zwei Konstante verstehend: 

Hier muß q als von Null verschieden angesehen werden, da 
wir den Nullpunkt von s innerhalb eines Eurvenstücks angenommen 

haben, bei dem in keinem Punkt q oder — verschwindet. Es folgt: 

^8 =*= S'i H p ^ usw. 

Die Koordinaten der Kegelspitze in bezug auf das begleitende 
Dreikant sind: 

' p ' ' ^ p 

Die Spitze des Kegels hat somit von der Schmiegungs- 

ebene den konstanten Abstand — 

Die Richtungskosinus der Halbgeraden, die von der Kegelspitze 
nach den Punkten der gegebenen Kurve hin gezogen sind, nämlich: 

9i -^8 . „«^ 



erfordern zu ihrer analytischen Darstellung die Unterscheidung zwischen 
einem positiven und negativen p, da die Y^^ig^ — x^y eine positive 
2iahl darstellt. Es sei s gleich + 1 oder gleich -— 1, je nachdem p 
größer oder kleiner als Null ausfällt. 

Die fraglichen Richtungskosinus werden dann gleich: 

-a(X-(pg + g)a) 



USW. 



Wir zeigen, daß die gegebene Kurve in eine gerade 
Linie übergeht, wenn man den Kegel auf eine Ebene ab- 
rollt. Die einfachste Art, dies zu zeigen, ist die folgende. 

Die Ebene, auf welch» der Kegel abgewickelt wird, sei die zu 
5 =» gehörende rektifizierende Ebene. Der Abstand L der Kegel- 
spitze vom Kurvenpunkt {x, y, z) ist gleich: 



für 5 = ergibt sich: 



V 



p 
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Für den Winkel ^, welchen die vom Punkt (a;,, y^, xr,) nach dem 
Punkt (x, y, z) hin gelegte Halbgerade mit der positiven Tangente 
bildet, erhalten wir: 

cos^ 



g(pg+g) 




also für 5 » 0: 
cos ^0 — 



yi +(?«+«)• 



Bq 



Fig. 24. 



Dann ist: 



1/1 + 2« 

In der zu $ = gehörenden 
rektifizierenden Ebene werde die 
Eegelspitze mit S, der Kurven- 
punkt mit Ä bezeichnet. Man 
ziehe nun unter dem Winkel ^0 
gegen AS ir dieser Ebene von A 
aus eine gerade Strecke von der 
Länge s, ihr Endpunkt sei B. 



SB^ 



I?* ' P T/IX/.« ' 



VT+7* 



folglich fällt der Endpunkt des zu s gehörenden Eurvenstücks nach 
der Abwicklung mit B zusammen. Da aber die Länge des Eurven- 
stücks sich durch die Abwicklung nicht ändert und AB gleich $ ist^ 
so stellt die Oerade AB wirklich das abgewickelte Eurvenstück dar. 

Weniger einfach, aber für spätere Zwecke wichtig, ist die folgende 
Ableitung unseres Satzes. 

Wir beschreiben um die Eegelspitze eine Eugel mit dem Halb- 
messer Eins. Die Eoordinaten der Punkte der Schnittlinie der Eugel 
und des Eegelmantels, der die gegebene Eurve trägt, sind dann: 



somit: 



X =^ x. — e — — - — -^l=j usw., 

' vr+(^+2«)' 

-T- = 6 » f , ^=^f USW. 



Nennen wir die Bogenlänge der Schnittkurve 6 und lassen sie 

mit s wachsen, so folgt: ^ 

da sp 

dTs'^ l + (ps + qy 

Der Nullpunkt der Bogenlänge 6 soll auf derjenigen Erzeugenden 
des Eegels angenommen werden, auf der der Nullpunkt der Bogen- 
länge s liegt; dann ergibt sich: 

6 == s (arctg (ps + q) — arctg qj . 
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Da aber: 



so hat man: 






n 



«arctggr- Y - ^o- 
Die Gleichung für 6 hefert daher: 

ps + q^ sig{6 -% + y) = «cotg(^o-(y), 
folglich: 



Solange <y < ^o> l^al^ßii wir also: 

isin(^o-^) = -^- 

Legen wir nun durch die Punkte A und B eine Gerade und fällen 
yon S aus auf sie das Lot SC, so ist; wie man auch 6 innerhalb 

der Grenzen und ^^ wählen möge, stets SC gleich — ; d. h. der 

Punkt B beschreibt bei der Abwicklung eine gerade Strecke. 

Es bleibe nicht unerwähnt, daß der Punkt, an dem L seinen 

kleinsten Wert besitzt (s = — j? ein außergewöhnlicher Punkt ist, 

j da an ihm — verschwindet. Der Winkel ^ hat hier die Maßzahl ^ • 

I 

I § 9. Einfach unendliche Schar yon Geraden. 

I So wie wir im Vorigen die mit einer einfach unendlichen Schar 

I von Ebenen zusammenhängenden Begriffe für die Lehre von den 

Raumkurven fruchtbar gemacht haben, führen wir jetzt das Ent- 
sprechende mit den Begriffen aus, die sich bei der Untersuchung 
einer einfach unendlichen Schar von Geraden oder, wie man sagt, 
einer geradlinigen Fläche ergeben. 

Zu diesem Zweck seien durch die Punkte einer Raumkurve 
(x = fi(t), y = f^{t)j ^=f%{fj) gerade Linien mit den Richtungskosinus 
^(0; ^{f)} ^3(0 ^^^^ kürzer Aj, Ag, A3 gezogen, deren Richtungen 
sich stetig ändern. Bezeichnen wir mit h eine beliebig zu wählende 
Zahl, so werden die Koordinaten der Punkte der zu t gehörenden 
Geraden durch die Gleichungen gegeben: 

x = f^ + hX^, 2/«=/2 + ÄA2, z=-f^ + hX^. 

Außer dieser Geraden betrachten wir die zu t-\- /dt gehörende, 
deren Richtungskosinus mit A^+z/Ai, Ag+^Ag, X^+^l^ bezeichnet 
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seien, und berechnen zunächst die Bichtungskosinus der zu ihnen 
beiden senkrechten Richtung^ sowie Lage und Größe ihres kürzesten 
Abstandes. Die fraglichen Richtungskosinus seien mit Jc^^ k^, Jc^ 
bezeichnet. Aus den Gleichungen: 

Sk^ A, =- und JSÄJi (Ai + ^AJ = 
ergibt sich: 

k,^-k£^^h£h=. usw., 

wenn eine der S. 190 angewandten entsprechende Bestimmungw-eise 

benutzt wird. 

Der zu t gehörende Kurvenpunkt (a; == /i, . . .) werde Ä, der zu 

t + ^t gehörende (a; — /i + z//i, •••) werde B genannt; Ä^ sei der 

in der zu t gehörenden Geraden, J?^ der in 
der zu t + ^Jt gehörenden Geraden gelegene 
Endpunkt des kürzesten Abstands der beiden 
Geraden. Da die Strecke A^B^ auf beiden 
Geraden senkrecht steht, besitzt die Ton 
A^ nach B^ hin gezogene Halbgerade ent- 
weder die Bichtungskosinus k^, k^, k^ oder 
— All, — fcj, — Äj. Im ersten dieser beiden 
Fälle betrachten wir die Maßzahl e des 
Yig.u. kürzesten Abstands als positiv, im zweiten 

als negativ. 
Gehen wir von Ä aus über A^ zum Punkte B^, so werden die 

Koordinaten von B^ gleich: 

/; + Ä^ + eki, f2 + hl^ + ek^, /i + hX^ + efcj; 
gehen wir von B aus zum Punkte J?j, so werden seine Koordinaten: 

wir erhalten somit die Gleichungen: 

ÄXi + e&i = ^/i + Ä'(Ai + ^X^), 

Ä^ + CÄj = ^^ + Ä'(A, + Jl^), 

hX, + eh, = Jfs + h'(X, + JXs)- 

Um e za bestimmen, multiplizieren wir die drei Gleichungen 
der Reihe nach mit k^, k^, k,, addieren sie und erhalten: 

e==^f,\ + ^fi-k^ + Jf,-k,. 

Um h zu erhalten, multiplizieren wir entsprechend zuiüichBt mit 
^1, A,, Xj, sodann mit X^ + JX^, X, + ^X^, X, + ^A, und addieren 
jedesmal. Dann folgt: 

h = S^f^Xi + h'(l + ÜXi^Xi), 

Ä(l + SX,JX,) = 27z^/l(Ai + ^A,) + Ä', 



BO daß: 



h 
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22:x^jx^ + (2x^jx,y 



Unsere Aufgabe ist es, sowohl e wie h nach Potenzen von ^Jt 
zn entwickeki. Fassen wir X^, Ji^, A, als die Koordinaten der Punkte 
einer sphärischen Kurve auf (Ai* + ^* + V^ l)i ^^ ^^^ ^®^ ^^ ^ 
gehörende Punkt dieser Kurve ein gewöhnlicher sein, also X^\ X^\ X^ 
sollen nicht zugleich verschwinden. 

Da 

so ergibt sich: 



Im Zähler und Nenner von h hebt sich /It^ fort, 
dann mit ^t zur Grenze Null über, so folgt: 

j ^ dt dt 



Gehen wir 



2m 



dx^y 



Wir nennen diesen Wert von h die Abszisse des kürzesten 
Abstands unendlich benachbarter Geraden auf unserer Fläche. 
Um die Entwicklung von e zu erhalten, nehmen wir: 

x,^h- i^^h = 4V ^t + \ 4? ^<' + 1 4? -^<' + • • • 

Hier ist: 

dt 

d% 



i(i)_ 3 dX^ 

^28 ^ ^ dt 



l(9). 



d% 



c^4\ 



^28 ^ d«« ^» d** "" dt ' 

»8 dt* dt dt* "^ d* dt*' 
Wir erhalten weiter: 

oder wenn wir 

^fl ^28 "= * 



setzen: 



2;z//;(i,z/A3~ A3Z/X2) = ^t'[h + j%^t + ...[ 
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wo aber^ wohlTerstanden^ der Koeffizient von /it^ m der Klammer 
nicht gleich - ^ , ist. 
Femer: 



{s{jx,y-{sx,jx,y]-^ 

La 






:l/2(§)" ' 2© 






^ 2 dt 



folglich: 



vim' 



Jt+- 



Wim' 



dt j 



^t* + - 



X' 






Wir sehen, daß die Entwicklung von e, wenn Tc beständig Null 
ist, mit der dritten Potenz von ^dt beginnt. 

Das Verschwinden von h hat eine einfache geometrische Be- 
deutung. Wir fanden, daß der in der zu t gehörenden Geraden 
liegende Endpunkt des kürzesten Abstands der zu t und t+^Jt ge- 
hörenden Geraden für ^Jt =^0 in den Punkt übergeht, dessen Ko- 
ordinaten 

sind. Dieser Punkt beschreibt, wenn t sich ändert, eine Kurve, die 
man die Wendekante, auch Gratlinie, Striktionslinie, Bück- 
kehrkante der geradlinigen Fläche nennt. 

Wir zeigen, daß bei verschwindendem k die Geraden auf 
der Fläche zugleich die Tangenten ihrer Wendekante sind. 

Das Verschwinden von k, d. h. die Gleichung: 
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bedeutet geometrisch, daß die Tangente der gegebenen Enrve anf 
der Geraden mit den Bichtnngskosinas: 



^» dt » dt 



dx,y 

dt) 



VJ{ 



nsw. 



senkrecht steht. Daraus folgt, daß Beziehungen von der Form: 

bestehen müssen. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe 
nach mit X^, X,, Aj, sodann mit -j^^ ^rf' -j/ und addieren jedesmal, 
so folgt: 

also: 

Dies zeigt unmittelbar, daß die Ableitungen ^f ~^; ^ pro- 
portional den Zahlen X^, X^, X^ sind, falls nicht der Proportionalitats- 
faktor, nämlich: 

verschwindet, in welchem Fall die geradlinige Fläche einen Kegel 
darstellt. 

Man kann dies letztere auch folgendermaßen zeigen. 

Soll der Punkt mit den Koordinaten: 

A+mK, ft+9(*)K, f»+9m» 

. fest bleiben, wenn t sich ändert, so müssen die Beziehungen bestehen: 
Daraus folgt: 

somit in Gemäßheit mit dem obigen: 

^'1 ^'^ dtZ{X,*y ^• 
Die geradlinigen Flächen zerfallen also in zwei Klassen, für die 
eine von ihnen ist A; = 0, für die andere ist Tc im allgemeinen von 
Null yerschieden. Die erstere umfaßt die sogenannten abwickelbaren 
Flächen — Zylinder, Kegel und die Tangentenflächen von Raum- 
kurven — , die Flächen der zweiten Klasse werden häufig wind- 
schiefe Flächen genannt. 
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Für die praktische Bereclinang Ton k ist die Bemerknng wichtig, 
daß bei ^i'^^Pfii, ^»—jPf^; ^s^^JP^s ^^ * ^®^ Ausdruck p^Ufi 
(ftfti' "" Ihl^t) erscheint. In der Oleiehung i = darf man also die 
Funktionen itf ^} h durch ihnen proportionale Funktionen ersetzen. 

Man kennzeichnet vielfach das Verschwinden Ton h durch die 
Aussage, daß sich unendlich benachbarte Gerade der Fläche schneiden. 
Soll dies nur ausdrücken; daß die Reihe für e hier mit der dritten 
Potenz Ton ^t beginnt, also e selbst, wie man sagt, mit ^Jt von 
der dritten Ordnung unendlich klein wird, so leuchtet die Berechtigung 
dieser Ausdrucksweise nicht ein. Anders verhält es sich, wenn wir 
noch auf jeder Geraden der Fläche einen weiteren Punkt folgender- 
maßen bestimmen. 

Wir projizieren die zu t+^t gehörende Gerade (L^) senkrecht 
auf die Ebene (E), welche die zu i gehörende Gerade (L) und den 
zu t -h ^t gehörenden Kurvenpunkt {B) enthält. 

Der zu t gehörende Eurvenpunkt soll mit Ä bezeichnet werden, 
die Projektion mit (L^). Da die Richtung der Geraden (X,) mit ab- 
nehmendem absoluten Betrage von ^i beliebig wenig von der Richtung 
der Geraden (L) abweicht, darf angenommen werden, daß (Xj) nicht 
zu (L) senkrecht ist. 

Es fragt sich weiter, wann die Projektion (Z^) zu (L) parallel 
liegt. Fällen wir von (B) aus auf die Gerade (L) das Lot (JBC), so 
wird (ig) parallel (L), wenn (L^) senkrecht zu CB ist. Dann be- 
deutet CB den kürzesten Abstand beider Geraden und die Maßzahl 
von ÄC wird gleich h. Anderseits ist diese Maßzahl, da jetzt h^ 
verschwindet, gleich ZX^^f^, Soll aber der oben für h gefundene 
Ausdruck gleich UX^^f^ werden, so muß die Bedingung: 

UX^^f^ . UX^^X^ - U^dX^Jf^ = 

erfüllt sein, oder in entwickelter Form: 

Beim Übergang zu ^^ = nimmt unsere Bedingung die Gestalt an: 
JSV/i' = oder A = 0. 

Die Grenzlage des Punktes (C) fällt also in den Punkt (Ä). Ist 
die Bedingung 27A//i' = beständig erfüllt, so fallt die gegebene 
Kurve mit der Wendekante der geradlinigen Fläche zusammen. 

Wir schließen jetzt den Fall, daß (Lg) zu (L) parallel ist, aus 
und bestimmen den Punkt, in welchem (L) von (ig) geschnitten wird. 

Die Koordinaten eines Punktes einer Geraden, die senkrecht zur 
Ebene (E) durch einen Punkt der Geraden (L^) gelegt ist, sind: 

/i + ^f, + \ (X, + JX,) + A3 (A,^/s - X,.Jf,), usw. 
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Die Bedingang dafQr, daß dieser Punkt in der zu t gehörenden 
öeraden liegt, wird somit von den drei Gleichungen dargestellt: 

^fi + MK + ^K) + ^8 (^^fs - h^Jt) = \K, 

Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit X^, X^, A,, 
dann mit /If^ Jf^, df^ und addieren sie jedesmal. Dann folgt: 

SX^Jf^ + Ä,(l + SX^JX^) = \, 

£(Jf^y+ Ä, (UX^Jf^ + SJX,^Q = h,2X,Jf,. 

Die EUmination von \ liefert: 

\{2dfiJXi - £XiJfii:XiJXi) 

=: £Xidf^(£X,df, + £JX,Jf^) - 2(JQ\1 + SX^JX,). 
Der Koeffizient von /It* ist hier links h^Sfi X^ und rechts: 

i2x,f,'y^2(f,'y. 

Daher folgt beim Grenzübergang zu ^t=^0: 

, _(2; x,/;o'-2;(/;r 

Es ist geometrisch klar^ daß bei von Null verschiedenem ^t die 
Geraden (L) und (i^) sich schneiden^ wenn die Werte von h und h^ 
einander gleich sind. Wir können daher auch im Grenzfall ^^ = 
die Gleichheit der Werte von h und h^ als Bedingung dafür ansehen^ 
daß die Gerade (L) von der Geraden (ij) geschnitten wird. Nun ist 
bei ^t = 0: 

Aber: 

2(Ay - (2x,f,'y = 2(f,'y2x,' - {^xj^y = nix^f,' - xj.y, 

femer: 

2ix,y2ix,f,'-x,f,'y - (2x,'(x,f,'-x,f,')y 
= 2;{ V ( V.' - /i%) - V ( Vi' - ^%)}*- 

Da 

^iKf^-f^h) - h'Mi - /»%) = ^iWft' + V/s') - /i'(^ V + ^ V) 

imd 

£X,'iX,f,'-X,f,')^h, 
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SO erbalten wir: 

h - 7*1 ^ 



Die Gleichung jfc » drückt also die gesuchte Bedingnng des 
Schneidens aas. 



§ 10. Anwendung des yorigen auf die fllr eine Baumkurre 
cliarakteristischen Geraden. 

Indem wir dazu übergehen, die bei einer einfach unendlichen 
Schar Ton Geraden entwickelten Begriffe für die mit einer Raum- 
kurre in Verbindung stehenden Geraden fruchtbar zu machen, ersetzen 
wir die Veränderliche t durch die Bogenlänge s der Baumkurve und 
verstehen fortan unter k^, k^f h^^ h und \ nur die Werte dieser 
Zahlen im Grenzfall ^s — 0, so daß: 






*> *i ~K *'i i, ^1*1 ~"^^i . 



1. Die Tangenten einer Raumkurve bilden eine ab- 
wickelbare Fläche, deren Gratlinie die Kurve selbst ist; 
denn für X^ « a, ij = ft X, « y folgt: 

2. Die Binormalen einer Raumkurve bilden eine wind- 
schiefe Fläche, deren Wendekante die Kurve selbst ist; 
denn für A^ = A, Aj == /a, Aj « v folgt: 

K «; h ßf h — ?> 

y r 

3. Für die Hauptnormalen haben wir Aj == Z, A^ = w, X^ = n zu 
setzen und erhalten: 

Die Hauptnormalen bilden eine windschiefe Fläche; die 
Tangenten ihrer Wendekante sind den rektifizierenden 
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Kanten der RaumkurTe parallel. Der Ort der Projektions- 
pnnkte (h^) fällt mit dem Ort der Mittelpunkte der ersten 
Krümmung der Raumkurye zusammen. 

4. Für die Erümmungsachsen ist zu setzen: 

^1 - A, ^2 = /^; ^s = ^• 

Man erhält hier: 

Die Erümmungsachsen bilden eine abwickelbare Fläche^ 
die einen Eegel darstellt^ falls: 

^ + ^575^ + *^ d«^==^- 

5. Für die rektifizierenden Eanten ist zu setzen: 

T 

X « — » a, usw. 

Hier wird: 

d^ 

d^ a + ^X JL 

da r r -.de do ds -. 

Schließen wir den Fall — = const., in welchem die rektifizierenden 
Kanten einen Zylinder bilden, aus, so folgt: 






r 



ds 

Die rektifizierenden Eanten bilden eine abwickelbare 
Fläche, die einen Eegel darstellt, falls: 



d^^ 
r 



= 0, d.h. ^^ps + q. 



Q. Wann beschreibt eine, die Hauptnormale schneidende Parallele 
zur rektifizierenden Kante eine abwickelbare Fläche? 

V. liilienthal, Differentialgeometrie. I. 15 
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Wir haben hier: 







/i = 


'9x-^ 


rl, f» 


^9i + tm, 


f,-9,+ 


rn 


zu 


setzen and t 


als eine Funktion von s 


anzusehen. 






Da: 














80 


wird: 




n 


=(1- 


' —]a X + -j-L 

Q/ r ' ds ^ 












k 


4.. 

ds ds 







+(f)' 



Die Parallele mnß also konstanten Abstand von der 
rektifizierenden Kante besitzen, wenn die rektifizierende 
Fläche kein Zylinder ist. Dieses Ergebnis fand H. Laurent 
(Annales scient. de Ti^cole normale sup. Zweite Serie Bd. 1, 1872^ 
8. 219). 

Man kann leicht einen Schritt weiter gehen und nach dem Ort 
der Gratlinien der sich bei veränderlichem t ergebenden abwickelbaren 
Flächön fragen. Wir erhalten: 



HHff)]V'<^' 



r 
ds 



somit sind die Koordinaten des zu s gehörenden Punktes der Grat- 
linie: 



X = g^ + tl+ l eV ^\rj n\ r_i 



r 
"57 



r 
~d¥ 



l- 



d!L 

r 

"-dl 



(x-f.) 



usw. 



Die von r freien Glieder in den Ausdrücken für x, y, is sind die 
Koordinaten des zu s gehörenden Punktes der Ghratlinie der rektifi- 
zierenden Fläche. Fassen wir jetzt t als veränderlich auf, so werden 
Xy y, z die Koordinaten der Punkte einer geradlinigen Fläche, die 
einen Kegel darstellt, wenn die rektifizierende Fläche ein Kegel ist. 
Wir wollen zeigen, daß diese geradlinige Fläche stets abwickelbar ist. 
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Zu diesem Zweck sei zur Abkürzung: 



'+(f)' 



r 



9, 



gesetzt. Dann ergibt sich: 

^— (i+^)('-H 

Die Bedingung der Abwickelbarkeit, nämlich 2ft(jhlH''~lhlh')^^} 

ist also erfällt. Im Falle — |- -3- = ist die abwickelbare Fläche 

r as 

ein Zylinder^ weil hier X^, A,, X^ konstant sind; es ergibt sich 
nämlich: 

a l"(-^(D>'-f'HMI) 

Man zeigt leicht, daß nnsere Fläche von den Ebenen umhüllt 
wird, welche die Hauptnormale und die rektifizierende Kante ent- 
halten^ also Ton den Ebenen, deren Gleichung: 

ist. Eine nähere, durch Beispiele erläuterte Untersuchung dieses 
Gegenstandes wäre wünschenswert. 

7. Unter einer Normalenfläche einer Raumkurve wollen wir 
eine geradlinige Fläche yerstehen, deren Erzeugende die Baumkurve 
senkrecht schneiden. Wann ist nun eine Normalenfläche abwickelbar? 

Für eine Normalenfläche haben wir: 

m'-ffiis), m-^gM m^gM 

itj = Z cos q> + XsisKfj Ag •=» m cos 9) + f* sin 9), A3 » n cos 97 + 1/ sin 9>, 

wo q> einen mit s yerilnderlichen Winkel bedeutet. 
Wir erhalten: 

Xj^ y COSy + (isiny — XGOB(p)(^ - j|); 

fih - /i% =- A cos y - Z sin y, 

16* 
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Als Bedingung der Abwickelbarkeit erscheint die Be- 
ziehung: 

i, a.b. ,.j^- + 



Wir bezeichnen das hier auftretende Integral mit (Pq, die Kon- 
stante mit e, Es gibt also den Werten von s entsprechend eii^ach 
unendlich viele abwickelbare Normalenflächen. 

Für h ergibt sich die Gleichung: 



-^ == ^? d. h. qp = / "- + const. 



fe = 



die Gratlinien unserer abwickelbaren Flächen liegen also 
sämtlich auf der Polarfläche. Die Koordinaten der Punkte einer 
Gratlinie sind: 

x^9i + Iq + ^Qtg (p, usw. 

Da wird: 

^ = (( COS y + A Sin qp ) — j— ^' usw., 

wo unter qp der Wert qPo + ^ verstanden ist. Bezeichnen wir die 
Bogenlänge der Gratlinie mit 6, so erhalten wir: 

de dh 

ds ds 

und der absolute Wert der zwei hinreichend nahe Punkte der Grat- 
linie verbindenden Bogenlänge (AB) ist gleich dem absoluten Betrag 
der Differenz der zu den Punkten gehörenden Ä-Werte. Legt man 
einen Faden von der Länge AB + h so, daß sein krummliniger Teil 
den Bogen AB der Gratlinie bedeckt, während sein geradliniger 
Teil in die Strecke h der in B berührenden Tangente fallt, so kann 
man durch Abwickelung des Fadens ein Stück der gegebenen Raum- 
kurve beschreiben. Man nennt deshalb die gefundenen Gratlinien 
auch Filarevoluten der gegebenen Raumkurve. 

Alles dieses gilt auch für ebene Kurven, wo g)^ den Wert Null 
erhält. Hier liegen die Filarevoluten auf dem Zylinder, der die 
Ebene der Kurve in der Evolute der Kurve senkrecht schneidet. 

8. In Nr. 3 haben wir q durch Anwendung der für h^ auf- 
gestellten Dififerentialformel erhalten, also ohne Benutzung des Be^iffs 
des Krümmungshalbmessers einer ebenen Kurve, Wir können Ahn- 
liches für den Halbmesser der zweiten Krümmung leisten. 

Stellt man die Binormale durch die Gleichungen: 
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dar, so hat man den positiven Werten von ^s die Punkte des 
positiven Teils, den negativen Werten von ^Js die Punkte des nega- 
tiven Teils dex* Binotmalen zugeordnet. Nimmt man nun: 

' ij == Z + ^l, Zg = m + z/w, A3 = w + ^n, 

so ist durch den dem Werte ^s entsprechenden Punkt der Binormalen 
eine Gerade gelegt, die der Hauptnormalen der gegebenen Kurve in 
dem zu 5 + ^s gehörenden Punkte parallel liegt. Für diese Dar- 
steUnng der durch die Binormale gelegten geradlinigen Fläche spielt 
^s die Rolle des früheren t, so daß: 

Dann folgt: 

Äj = r. 

Auf dieselbe Weise ergibt sich eine Herleitung von q, wenn 
man die ^s auf der Tangente aufträgt und durch die Endpunkte 
der aufgetragenen Strecken zu den entsprechenden Hauptnormalen 
parallele Geraden zieht. Da hier: 

so folgt: 

*i = P- 

Von diesem Gesichtspunkt aus können wir den Punkt 
auf der Hauptnormalen, dessen Koordinaten x = g^ + rl, usw. 
sind, als den Mittelpunkt der zweiten Krümmung der ge- 
gebenen Kurve betrachten, 
. Vielfach wird der Ausdruck: 



V-. 



- + - 



als die dritte oder die ganze Krümmung einer Kurve bezeichnet, 
obgleich die geometrische Bedeutung dieser Krümmung nicht einleuchtet. 
Will man ihr aber zu einem Mittelpunkt verhelfen, so stelle man die 
durch den Kurvenpunkt gehende Gerade, welche auf der rektifizierenden 
Kante und der Hauptnormale senkrecht ist, durch die Gleichungen dar: 



fi = 9i+ , ^, -^s, usw., 



und nehme wie oben: 

^1= ? + Jl^ usw. 
dann folgt: 



Vi.^^ 
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§ 11. Die Abwickelang der Tangentenflächen. 

Wir gehen jetzt zur Untersachimg der Abwickelang einer Tangenten- 
flache anf eine Schmiegangsebene ihrer Qratlinie über; and be- 
trachten ein nicht ebenes Polygon P^^ P^, P^, , , , Pn ^ P] die Seiten 
des Polygons seien zn Halbgeraden verlängert, die in Pq, P^, , . . 
beginnen. Die erste dieser Halbgeraden^ die also die Pankte Pq und J\ 
enthält; nennen wir Q, ebenso seien die Ebenen darch die Punkte 
PqP^P^, P^P^P^ . .. mit EifE^f... bezeichnet; die Winkel, welche 

von einer Halbgeraden und der 
ihr folgenden gebildet werden, mit 
«I, «2 . . . Drehen wir die Ebene E2 
um PiPg, bis sie mit der Ebene E^ 
zusammenfallt, so wird die Seite 
PjPg in ihrer neuen Lage P^P^' 
den Winkel s^ + s^ mit der Halb- 
geraden Q bilden. Die Ebene E^ 
pj 1^ hat eine neue Lage E^l angenommen, 

aber der Winkel s^ ist unverändert 
geblieben. Drehen wir nun die Ebene E^' um P^P^f bis sie mit 
der Ebene E^ zusammenfallt, so gelangt der Punkt P4 in die Lage 
P^ in Ei, und der Winkel, den die Seite P^^PJ mit der Halb- 
geraden Q bildet, ist «i + «2 + «8. Wir fahren mit den Drehungen 
so lange fort, bis der letzte Punkt P in die Ebene E^ gelangt ist. 
Wir denken uns nun das Polygon dadurch entstanden, daß man 
auf einer gegebenen Raumkurve ein Bogenstück von der Länge s in 
gleiche Teile zerlegt und die Endpunkte der Teilstücke Pq, Pi, P^, ^ , * P 
der Reihe nach durch gerade Strecken verbunden habe. Je kleiner 
wir die Teilstücke wählen, um so weniger werden die Winkel a^, «3, . . . 
von denjenigen Winkeln verschieden sein, welche die in den Punkten 
Pq, P^y P^ . . . vorhandenen Kurventangenten der Reihe nach mit- 
einander bilden. Für den Winkel der zu den Werten s und s + ds 
gehörenden Kurventangenten fanden wir im §3 S. 198 die Entwicklung: 




und können daher setzen: 



J8 , 






wenn der Halbmesser der ersten Kribnmung der Kurve im Punkte P^ 
mit Qv bezeichnet wird, und %'y eine nach ganzen Potenzen von ds^ 
fortschreitende Entwicklung bedeutet. Lassen wir nun die Zahl n 
unbegrenzt wachsen, so gehen die Halbgeraden in die positiven 
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Halbtangenten^ die Ebenen E^, E2, . . . in die Schmiegongsebenen der 
Kurve über, nnd zndem wird: 



9 






Die Ebene; anf welche die Tangentenfläcbe der gegebenen Enrve 
abgewickelt wird, ist hier die zn ^ » gehörende Schmiegnngsebene. 
Nehmen wir in ihr die Tangente der Enrve zur |- Achse, die Hanpt- 
normale znr 1}- Achse, so besitzt der Endpunkt des abgewickelten 
Kurvenstücks Koordinaten |, 17, für die: 



--^ » cos 
ds 



9 9 

Cds dr\ Cds 





da offenbar die Länge des Kurvenstücks sich durch die Abwickelung 
nicht ändert, also auch das abgewickelte Stück die Länge s besitzt. 
Jetzt folgt: 



^^f\cosJ'f]ds, n^Jl^inff] 



ds. 



Dies sind die Gleichungen für die Koordinaten der 
Punkte derjenigen Kurve, welche durch Abwickelung der 
gegebenen Kurve auf die zu $==0 gehörende Schmiegungs- 
ebene erhalten wird. 

Irgendeine auf der Tangentenfläche der gegebenen Kurve liegende 
Kurve wird dargestellt durch die Gleichungen: 

^--9i(s) + 9(s)cc, y--9i{s) + g(s)ß, z-gM + 9(s)y, 

Sie geht durch die Abwickelung über in die Kurve mit den 
Gleichungen: 



I ^ / jcos j -^\ds + g(s) cos / - 



ri =J jsinj -^j ds + g{s) amj 



ds 
Q * 



Durch die Abwickelung kann die Bogenlänge der Kurve nicht 
geändert werden. Dies zeigt sich analytisch folgendermaßen. Man hat 



dx /h » _f/_\\ , ^ 
ds 



«(l + ^'(s)) + 7?(s). 
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Für die Bogenlänge 6 der. EurYe entsteht also die Gleichung: 



Aber: 



'd's 



9 



:(l + ,'(.))cos/f-fsin/f 



also: 






Die Bogenlänge des abgewickelten Stückes ist somit der Bogen- 
länge des Kurvenstücks vor der Abwickelung gleich. 

Für die Abwickelung von Kurven auf einem Kegel gilt 
das Folgende. Die Spitze des Kegels habe die Koordinaten Xq, y^, z^-^ 
die Richtungskosinus der Erzeugenden des Kegels seien Ai(^), X^(t\ ^^{f)> 
Die Funktionen A^, A^^Xg sind die Koordinaten einer Kurve, die auf 
der mit dem Halbmesser Eins um den Koordinatenanfangspunkt be- 
schriebenen Kugel liegt. Wickeln wir den Kegel auf die Ebene ab, 
welche nur die zu < = gehörende Erzeugende mit dem Kegel gemein 
hat, d. h. auf die zu ^ = gehörende Tangentialebene des Kegels, so 
bildet nach der Abwickelung die zu t gehörende Erzeugende mit der 
zu ^ = gehörenden einen Winkel, der durch die Bogenlänge jener 

sphärischen Kurve zwischen den zu t und < = gehörenden Punkten 

t 

gemessen wird, d. h. durch Jyilk^{()^dt Eine Kurve auf dem Kegel 



wird durch die Gleichungen: 

x = 0CQ + 9(S)h7 y^yo + 9(f)^2f ^ = ^o + 9(ß)h 

dargestellt. Nehmen wir die zu ^ = gehörende Erzeugende zur 
|- Achse, so werden die Gleichungen der abgewickelten Kurve: 

I = ^(0 cos fymjiffdt, ti = g(t) sin f^Zk^Ht 

1. Abwickelung einer Baumkurve auf eine ihrer rekti- 
fizierenden Ebenen. Die rektifizierende Fläche soll hier nicht ein 
Kegel sein, da dieser Fall schon in § 8 S. 215 behandelt wurde. 
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Für die Gratlinie der rektifizierenden Fläche fanden wir die 
Gleichungen: 

Xo^^x-\ f usw. 

r 

Die Richtungskosinus ihrer Tangenten sind: 

r 
a = — > usw. 



>Mi) 



Die Bogenlänge der Gratlinie nennen wir 5g, ihre erste Krüm- 
mung — • Es ist also a?3 = 0^1(53) usw. 
Wir erhalten: 



r 
dxQ da 

~di'' 



daher: 



(^) 



U'-i')-"'^' 



d-' 



ds^ ds 

ds 



fV'+C)" 



Femer: 



Ö) 



somit: 



Daher folgt nach der ersten Frenetschen Formel: 
1 _ \ds/ 
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Wir setzen zur Abkürzung: 

dann ergibt sich: 



9 r 



* ■" "/ ^4^' '^^ ^ ^"" "^''^ ^' 



wenn mit d'^ der Wert des arctg — für s = bezeichnet wird. 
Wir erhalten jetzt: 

arctg ^^d'Q-d', 

f-tg(#o-^). 

cos (-©"o — 'Ö') = — p=Lz=r , sin('ö'o— 'ö') ^ 



cos 0*0+ — sin »Q sinö-^ — — cos 9-^ 
COS d' == , — 9 sin -d" == , — 

Das Integral J cos d'ds^ geht über in: 





ds, 



— / cos ■8' 



oder: 



\dsj 



d'^ 



- 1 (cos «•o + ^ sin »^ y^, ds. 
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Aber: 



d r ^ r ds* 

r 
ds 



Kds) 



somit: 



d^^ 



/Q d8* , 
Ö) 



9^ 

r 

"dl 

r 
^ ds ^ 



und 



/ 



cos -ö" dSj = cos -Ö-Q — ^ 

entsprechend: 

/ sin Q'ds^^ sin d^^ 


Aus der Gleichung: 











r ^ "1 


« 




~ 1 " 


« 


sin 'ö'o 


s — 


r 




7 


d» 




^ 




d» 






r 






r 




L d« J 









LdsJ 












" p " 


s 


" 1 ■" 


' + cos d^Q 


5 — 


r 




d^ 






d^ 




r 






r 




Ld8 J 







LdsJ 






Xg = x-\ z — ^x + a- 



l-^a 



folgt: 



dS- 
r 

ds 



X — Xo^ — a 



r 
ds 



V'*{^' 



r 

ds 



wir müssen also g (5g) gleich nehmen. 



r 
ds 
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Wir erhalten daher: 



5 •= cos d'Q 



r 

Ld8. 



sin -ö-ft { s — 





r p "1 


« 


s — 


T 

r 




• 


Ld« J 






cos -©"o + Bin ^0 



r 
"57 



COB^^, 



sin '9-, 



•■0L. 






— s sin -Ö-Q, 



sin 'd'A 



r 
LdT Jo 



+ cos -Ö-Q I s — 



r 


« 


r 

Lds J 






sin 9'^— — cos ^0 

dl 

"57 



— sin ^0 + ( — ) cos ^0 
\r/* = o 



(ü) 



+ S COS -Ö-Q. 



Zwischen | und 17 besteht also eine Gleichung von der Form: 

(5 —p) cos ^0+ (^ - «) si^ ^^0= 0, 

in der p, g, -d-o Eonstante bedeuten, d. h. die abgewickelte Kurve 
ist eine Gerade. 

2. Abwickelung der Polarfläche einer Baumkurve auf 
eine Normalebene der Kurve. 

Für die Graüinie des Ortes der Krümmungsachsen^ d. i. der Polar- 
fläche, ÜEUiden wir in § 6 S. 210 die Gleichungen: 

dQ 



sowie: 



x^^=^x+Iq — kr-^y usw. 



wo zur Abkürzung: 



3 [9 id^Q j_ drdQ\ 
^l7 + ^-5? + 5J57r 



"r y^ j_j -r j_ j: — » 



r ■ ds* ds ds 
gesetzt werde. 

Wir nehmen zuerst an, daß die Polarfläche kein Kegel sei, also 
T nicht verschwinde. Die Bogenlänge der Gratlinie werde mit s^ be- 
zeichnet, ihre erste Krümmung mit — 
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Da: 



so ist: 



folglich: 



ds, dl —l 1 — 1 ds^ _ ds 

ds ' ds^ rr ^, rr q^ r 



r ds^ rds 

J Q^ J r 

Im vorigen Paragraphen wurde gezeigt; daß die GhraÜinien der' 
abwickelbaren NormaJenflächen auf der Polarfläche liegen. 

Es soll nun bewiesen werden^ daß diese Gratlinien bei 
der Abwickelung der Polartläche in gerade Linien über- 
gehen. Als Gleichungen einer Gratlinie fanden wir: 

x^ '^^ X + Iq -\- iQigtpy usw., 
wo: , 

9 = J — + « = 9^0 + ^; 



und £ eine Eonstante bedeutet. 
Wir haben demnach: 

x' -x^^k(Qigq) + r-£j, 
folglich : , 



Es wird femer: 





so daß: 



*2 « «2 * , 

f COS ip^^ds^ ^ — i t cos (p^dSy I sin (fQds^ = — / r sin q)QdSy 

Q 

g = _ / t cos (f^ds + {q tg((po + f) + ^ dl) cos 9^0; 
V = -J f sin tpaäs + (q tg (y« +«) + *• ^) sin 



90- 
Man hat aber: 



r = 4 + 



r d.s 



/ l^cos ^Qds=-\_Q sin g?oJo- / sin qp^^^, 
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JcoB g>od(r^^ - [r^ cos tjPo]^' + J ®^ ^o^^' 



somit: 

I t cos (p^ds •=-[(> sin 9o + »"^ cos yo]*> 
und entsprechend: 

/ T sin (p^ds^^-- p cos ^0 + ^^ si» 9ojJ- 
Setzen wir: 

[q sin <)Po+ ^57 cos 9o),.o"^' I"" <" ^^® ''0+ ^'äl ^"^ »^o),^^^ *' 

so wird: 

sin 8 



I -p = p{ - sin 9o + tg(9o + «) cos 9o}= 9 



C08((Po+8) 
COS 8 

•0- 



12 - 2 « p{cos y,+ tg(9o+ «)sin 9o} - p-^57(^^;;q^ 
Daher: 

(I — p) cos « — (iy — g) sin « =• 0, 

und das ist die Gleichung einer Geraden. 

Wenn die Polarfläche ein Kegel ist, entsteht: 

mit der Bedingung: r » 0. Aus dieser Bedingung folgt aber, daß 
die Integrale: 



/ tooBg)QdSf I tsiüLipQds 



verschwinden. Wir haben somit: 

^8inyo+^^C08 9)o'=i>; 

- 9 cos 9o+ ^^^ sin 90=- 2; 
daher: 

I -i) = p(tg(<)Po+ «)co8 90- sin <)Po) "P co/cyo + a/ 

^ - 2 « p(tg(<)Po+ ^)sin 90+ cos yo)°P co8'(y"Vo ' 
also: 

(I — j?) cos fi — (iy — 2) sin « = 0, 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
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§ 12. Nähere Untersnehniig der konisehen Spirale. 

Wir fanden im § 1 S. 189 als Gleichungen der konischen Spirale 
die folgenden: 

a? — (*! s + 1) cos [ J^^ log {\s + l)j> 

y-(*,5+l)sin(J^log(*i5 + l)); 
jei«Ä(*iS + l). 
Die Gleichung des Kegels, auf dem die Spirale liegt; ist: 

h bedeutet den Kosinus des konstanten Winkels, unter dem die Spirale 
die Erzeugenden schneidet, und statt ist Jc^ geschrieben. 

Für die Richtungskosinus der Tangente (§ 1 S. 189), der 
Haupt- und Binormale der Spirale (§ 3 S. 195), fanden wir, wenn 

(P^ ^ logQciS+ 1): 



a =• Äj cos y — yi - k^ sin y , 
ß = \sm(p + y\ —Jc^ cos q>, 

— m « -9 n = 0, 



Für die erste und zweite Krümmung der Spirale ergab sich (§ 3 S. 1 99) : 






Mit Hilfe dieser Beziehungen findet sich für die Bichtungskosinus 
der rektifizierenden Kante: a = 0, 6 = 0, c = 1, d.h. diese Kante ist der 
Kegelachse parallel, und die rektifizierende Fläche ist der Zylinder, der 
auf der a;j/-Ebene senkrecht steht und aus ihr die in § 1 S. 189 betrachtete 
logarithmische Spirale ausschneidet. Die Erzeugende dieses Zylinders 
schneidet die konische Spirale unter dem konstanten Winkel, dessen 
Kosinus \h ist. 

Für die Koordinaten des Mittelpunktes der zu s gehörenden 
Schmiegungskugel erhält man: 

(Ä;,fi + 1)Ä;* (k,8 + l)k^ . 
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Um von der Lage dieses Punktes ein anschauliches Bild zu be- 
kommen, betrachten wir die durch den Punkt (x,y,js) gehende Normale 

des Kegels. Ihre Richtungskosinus sind proportional a;, y, — ^ oder 

t 
cos q), sm q), — ^• 

Nehmen wir diese Bichtungskosinus in der Form: 

h cos q> -, Em(p 1 



so stellen sie die Bichtungskosinus derjenigen Halbnormale des Kegels 
dar, die von dem Punkt (x, y, li) ausgehend die positive ;gf-Achse 
schneidet. Die Entfernung des Schnittpunktes vom Kurvenpunkt 

(^,y,.) ist gleich (^.« + y^+^' . Da: 

(h8 + l)co8(p (Jc.s4-i)8mtp ÄiS + 1 

SO liegt der Punkt {x^^y^yS^^ auf der positiven Halbnormale des 
Kegels und hat vom Punkte {Xj y, z) den Abstand ^ hii-^k^ 

Dieser Abstand ist größer als der Abstand ^^ i — ' ^* fe<l. 

Wir zeigen jetzt, daß die Polkurve ebenfalls eine konisclie 
Spirale ist. 

Sie liegt auf dem durch die Gleichung: 

(i + Ä'(i -*«))' 
bestimmten Eegel. Setzt man zur Abkürzung: . 

l+/>'(t-A ') 

'^i" Fä ' 

so wird: 

Die Richtungskosinus der vom Nullpunkt zum Punkt {x^, y^, ^g) 
hingerichteten Erzeugenden des Kegels sind daher: 

— COB q> — sin op h. 
_, ; * 



yi+h,' yi+v v^+\' 

Die Bichtungskosinus der Tangente der Polkurve sind A, jit, i/. 
Für den Kosinus des Winkels dieser Tangente und der Kegelerzeugenden 
erhält man: 

V'^ + T 



y»+i 
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Die Polkurve ist also ebenfalls eine konische Spirale. 
Es liegt nnn die Frage nahe, ob nicht der Kegel, auf dem die Pol- 
kurve liegt, mit dem ursprünglich angenommenen Kegel zusammen- 
fallen kann. Dies ist der Fall, wenn h^ gleich h wird, wo dann: 



k^^ 



2Ä* 



Da fc*<l, ist diese Gleichung nur möglich, wenn Ä>1, d.h. 
wenn die sogenannte Kegelöffiiung weniger wie einen Rechten be- 
trägt. Dies folgt auch geometrisch, da die die positive ;ef-Achse 
schneidende Halbnormale des Kegels den Kegel noch einmal treffen 
muß, und zwar im Punkte (^s^^sy^i)* Sobald also %>1, gibt 
es auf dem Kegel einfach unendlich viele Spiralen, die aus einer 
von ihnen durch Drehung um die Kegelachse entstehen und deren 
Polkurven dieselbe Schar von Spiralen bilden. Es gilt nun die Größe 
der Drehung zu bestimmen, die aus einer dieser Spiralen ihre Pol- 
kurve erzeugt. Für den obigen Wert von 1c werden die Gleichungen 
der durch den Punkt a? = 1, y = 0, jer = ä gehenden Spirale: 

und hier bedeutet s die mit wachsendem jg wachsende und vom Punkte 
mit den Koordinaten ^»1, j/»0, z = h an gerechnete Bogenlai^e, 

während 9 gleich )/ä* — 1 log (— y= + l) ist. Die Gleichungen der 
Polkurve der Spirale sind: 

Um diese Gleichungen mit den vorigen vergleichen zu können, 
ist zunächst s durch die Bogenlänge der Polkurve auszudrücken. 
Wir fanden im § 6 S. 210: 



ds ^ \r ds ' ds ds 

Man hat aber jetzt (§ 3 S. 199): 



folglich: 

dx^ _ -ÄHi 
ds ^Ä«-!' 

V. I^ilienthal, Differentialgeometrie. I. 16 
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und; wenn s^ mit s wachsen soll^ 

d8, h^ + 1 
ds ^ h*-l' 

Für iSfj ergibt sich der Ausdruck: 

y2 Ä«-i 

Nun sollte die Bogenlänge von der Ebene mit der Gleichung 

jg; » A an gerechnet werden, also für z^^h sollte s^=0 sein. Dies 

liefert: «,/7rr 

^ 2y2Ä 

und: . ^ 

^ äh"i ' 

Äl/2 \Ä]/2 /Ä«+l 

,p = yF3I log (^ + 1) + >/Ärri log j;^. 

Nehmen wir nun s, ~ 5 und: 

t = i^Ärri log (^ + 1) + « + T/ÄTZliog J-;^, 

SO erhalten wir: 

d. h. die Polkurve ist aus der gegebenen Spirale durch eine Drehung 
um die ;Sf- Achse von der Größe tc + y Ä^ — 1 log ,, , entstanden. 

n. Die Umgebung eines außergewöhnliclien Fanktes. 

§ 13. Tangente^ Binormale^ JSanptnormale. 

Bei einer durch die Gleichungen: 

^=fx{f), y=m, e=m 

gegebenen Kurve zogen wir bisher nur solche Punkte in Betracht^ 
bei denen die ersten Ableitungen fi{t), f2(t), f^\t) nicht zugleich 

verschwinden und die Krümmungen — ; — endliche, von Null ver- 
schiedene, Werte besitzen. Sobald diese Voraussetzungen nicht samt- 
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lieh bestehen^ ist eine neue Untersuclinng anzustellen, und man hat 
zwei Wege zu beschreiten» Erstens sind für den betreffenden außer- 
gewöhnlichen Punkt die in Frage kommenden geometrischen Ge- 
bilde aufzusuchen; und zweitens hat man die betreffenden Gebilde 
für einen in hinreichender Nähe des außergewöhnlichen Punktes 
liegenden gewöhnlichen Punkt zu berechnen und ihr Verhalten beim 
Grenzübergang an den außergewöhnlichen Punkt festzustellen. 

Wir nehmen an^ daß v^ der kleinste Wert der ganzen positiven 
Zahl n sei, für den die drei Ableitungen f^''\t), ff\t), f^"\t) nicht 
gleichzeitig verschwinden. Dabei ist nicht ausgeschlossen, daJS v^ den 
Wert Eins besitze. 

Femer bedeute k eine der Zahlen 1, 2, 3 und es sei: 

^A-AC^ + ^O-MO- 

1. Die Tangente. Man hat: 

Ist f^^^^ gleich Null, so geht die rechte Seite dieser Gleichung 
beim Übergang zu ^t^O in die Null über. Ist aber f^^'^ von Null 
verschieden, so erhalten wir, wenn e gleich + 1 oder — 1 ist, je 
nachdem ^t positiv oder negativ ist, als Grenzwert der rechten Seite 
für Jt = 0: 



Ziehen wir von dem dem Werte t entsprechenden Punkt aus durch 
den dem Werte t + ^t entsprechenden hindurch eine Halbgerade, so 
ergeben sich beim Übergang zu ^t=^0 zwei Halbgerade, die zu- 
sammen eine Gerade bilden, wenn v^ eine ungerade Zahl ist; es ergibt 
sich nur eine Halbgerade, wenn v^ eine gerade Zahl ist. Im letzten 
Fall besitzt die Kurve an der betrachteten Stelle eine Spitze. 

Unter a, ß, y verstehen wir die Bichtungskosinus derjenigen 
Halbtangente, die sich beim Übergang eines positiven At in die Null 
ergibt. Setzen wir noch: 

so ist: 





w 


=y2(tT% 




a = 


= w ' 


ß-ro > y- 


w 



Um das Verhalten der positiven Halbtangente in einem gewöhn- 
lichen Punkt beim Übergang zu einem außergewöhnlichen Punkt zu 

16* 
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untersuchen; nehmen wir den absoluten Wert von ,dt so klein, daß 
im Intervall von i — jdt bis zu ^ + ,dt mit Einschluß der Grenzen 
sich außer t kein Wert befindet^ dem ein außergewöhnlicher Punkt 
entspricht. Dann ist: 

Aber mau hat: V^fAt+^ty 

Wenn v^ eine ungerade Zahl ist, erhalten wir: 

wenn v^ eine gerade Zahl ist, entsteht: 

Lim a(t + jdt) ==^ sa, usw., 

d. h. die für t + Jt vorhandene positive Halbtangente geht bei 
Jt = in die für t definierte negative Halbtangente über, wenn 
^t als negativ betrachtet wird. Die Richtung der positiven Halb- 
tangente macht an einer Spitze einen Sprung von der Ghröße n:. 

2. Die Binormale. Die Bichtungskosinus X, [i^ v der positiven 
Binormale wurden im § 3 S. 191 definiert als die Grenzwerte der 

Ausdrücke: ßjz-yJy 

— '^ - - 1 usw. 



y2{ßJz-yJy)^ 
für ^i = 0. Man hat aber hier: 

Wir bezeichnen mit v^ den kleinsten Wert von n, für den die 
Determinanten: 

fMAn+n) _ Ayx)An-\-n) MAyv^n) __ Ayx)Ayx+n) Av^An-bn) __ A^OA^i+n) 

nicht gleichzeitig verschwinden. Dann beginnt der Ausdruck: 

mit der 2 (v^ + v^)^^ Potenz von Jt, und es ergibt sich: 
g^ + Vi(f iyi)f (n + ^'a) _ f (n)f (n+»'a) 
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Wir sehen^ daß wir stets auf eine einzige Schmiegungsebene 
kommen, daß aber die positive Binormalenrichtung und damit der 
positive Drehungssinn in der Schmiegungsebene nur dann eindeutig 
bestimmt ist, wenn v^ + Vg als gerade Zahl auftritt. Ist v^ + v^ un- 
gerade, so ergeben sich entgegengesetzte positive Binormalenrichtungen, 
je nachdem man sich dem außergewöhnlichen Punkt von der einen 
oder der anderen Seite aus (zf ^ > 0, oder Jt < 0) nähert. 

Um das Verhalten der für einen gewöhnlichen Punkt festgelegten 
positiven Binormale bei der Annäherung an einen außergewöhnlichen 
Punkt zu untersuchen, benutzen wir den im ersten Teil § 2 S. 8 
bewiesenen Satz, nach welchem die Entwicklung der Determinante: 

mit dem Glieder 

beginnt, falls die Determinante: 

für alle Werte von n von 1 bis v^— \ verschwindet, während /i^"») 
und /*2^^i) nicht zugleich verschwinden. 
Wir haben hier: 

ys[f^\t^m)u''{t+^t)^u'{t-\r^t)f,''{f+jt)y 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen beginnt mit ^^**'i+2ra-6^ 
somit folgt beim Übergang zu z/^ = 0: 

X = " ^' ^«^ ^" ^' ^ ^ usw. 

Ist v^ eine ungerade Zahl, so erhält man im außergewöhnlichen 
Punkt nur eine positive Binormalenrichtung; ist v^ gerade, so ergeben 
sich zwei einander entgegengesetzte positive Binormalenrichtungen, 
je nachdem man von der einen oder der anderen Seite aus an den 
außergewöhnlichen Punkt herangeht. 

3. Die Hauptnormale. Die Richtungskosinus der positiven 
Hauptnormalen wurden festgelegt durch die Gleichungen: 

i = yiLt — /Jv, m = «1/ — yXj n=^ ßX — a^i. 
Dies liefert, wenn wir die erste Bestimmung von X, /i, v benutzen: 

oder auch: 8n+i'.{/'^(''i+v^^8_/;K)2;/;(^0^^(vx+i'.)} 

^ ^ ' wW ~ ' 
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wo: 



TT- 1/2: (/;('''>/;("'+''«) - fi^'^^U'^-^'^y 

gesetzt ist. 

Gehen wir mit der f&r einen gewöhnlichen Punkt festgelegten 
positiven Haaptnormale an einen außergewöhnlichen Punkt heran^ so 
ist der Grenzwert des Ausdrucks: 

fQr ^t ^ zu bilden. Dies liefert genau denselben Wert von l wie 
vorhin. Wir erhalten daher stets nur eine positive Hauptnormalen- 
richtung^ wenn v^ + v^ eine gerade Zahl ist, sonst zwei entgegen- 
gesetzte positive Hauptnormalenrichtungen y je nachdem man sich von 
der einen oder anderen Seite aus dem außergewöhnlichen Punkte 
nähert. 

§ 14. Erste und zweite KrAmmung. 

1. Die erste Krümmung. Wir benutzen die am Schluß des 
§ 10 S. 229 gegebene Erklärung des Halbmessers der ersten Krümmung, 
nämlich: Trägt man auf einer Tangente vom Berührungspunkt aus 
die Strecke mit der Maßzahl /Is ab und legt durch den Endpunkt 
der abgetragenen Strecke eine Parallele zu der dem Wert (5 + Js) 
entsprechenden Hauptnormale, so schneidet die senkrechte Projektion 
der Parallelen auf die zu s gehörende Schmiegungsebene die zu s ge- 
hörende Hauptnormale in einem Punkt, der für ^5 = in den Mittel- 
punkt der ersten Krümmung übergeht. Wir müssen hier auf die im 
§ 9 S. 223 abgeleitete Gleichung: 

- 2k^Jf^{EXJf^ + S^X^^Q - (-S^AVCl + Zk^JX^) 

zurückgehen, da wir nicht mehr annehmen, daß die Bichtungskosinus 
X^ +^X^, X^+^X^, X^+^X^ nach ganzen Potenzen von ^s entwickelbar seien. 
Man hat hier zu setzen: 

^f^^aJs, Jfz^ßJs, ^f^^yJs, 
X^^lj ^ = w, Xg = n. 

Dadurch verschwindet SX^Jf^ und es kommt: 

^1 ZaJl 

Nun ist: 2]{a + Ja) (l + Jl) = 0, somit: 

Die niedrigste Potenz von Jt im Zähler von h^ fällt zusammen 
mit der niedrigsten Potenz von Jt in der Entwicklung von Js] 
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die niedrigste Potenz von /It im Nenner von \ fallt zusammen mit 
der niedrigsten Potenz von ^^ in der Entwicklung von 2??(a + zfa). 
Man hat: ^^j^ 

t 
oder, V7enn wir %• gleich t+x nehmen: 

Jt 
zf 5 = fyzf^Jt + Vj^dr. 



Die IntegrationsvenLnderliche t ist positiv oder negativ, je nach- 
dem ^t positiv oder negativ ist, somit: 

V2f,'(t + ty ^ (^ V2(f^'r^'-^+ ■ ■ ., 

Um die Entwicklungen von 21 (a + ^a) zu erhalten, berück- 
sichtige man, daß die Determinanten: 

als verschwindend angenommen wurden, solange a der Zahlenreihe 
1, 2, . . . i/g — - 1 angehört, daß aber für a = t/ ^ die drei Determinanten 
nicht sämtlich Null sein sollten. Bedeutet daher Je eine der Zahlen 
1,2, 3, so bestehen Gleichungen von der Form: 

Setzt man nun: 
so ergibt sich: 

f,(t + Jt) = A(0 + /iWfl-(z^O + (^?p^^<''+*-+ • ••» 
/*'(< + J() = /^-'V'C^O + (;;^fi;;iri)T ^<''+'*-» + • • • 

Die Ausdrücke für die Richtungskosinus Z, m, n benutzen wir in 
der Form: 
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Man hat: 



Es ist: 
folglich: 
und damit: 



yuf.'it +jty^ ^^ wJt^^-^ +■■■ 

a + Jtt= , ==' usw., 

V2?/;'(t+^«)» 



Beim Übergang zur Grenze Jt^O ergibt sich 9 = 0, wenn 
i/i> i/^; ferner: * 

wenn v^^v^\ endlich q = cx), wenn v^<v^, und zwar erhält man 
nur einen unendlich fernen Erümmungsmittelpunkt oder zwei nach 
entgegengesetzten Richtungen hin unendlich fern liegende Krümmungs- 
mittelpunkte, ja nachdem v^ + v^ eine gerade oder eine ungerade 
Zahl ist. 

Wollen wir mit dem für einen gewöhnlichen Punkt definierten ^ 
an einen außergewöhnlichen Punkt herangehen, so ist der Ausdruck: 



y2:{u\t^^t)U'\t+^t)--f,'{ti-^t)f,"{t+^t)y 

zu bilden und nach Potenzen von Jt zw entwickeln. 
Man erhält: 



7 -^TiW^Jt 



5^,8 »1-J. 






und daraus ergibt sich beim Übergang zu Jt = dasselbe Verhalten 
von Q wie vorhin. 

2. Die zweite Krümmung. Legen wir wieder zuerst die im 
§ 10 S. 229 gegebene Definition zugrunde, so haben wir zu setzen: 
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Jf^-. 


= XJs, 


Jft = tiJs, Jfs-V^ 


and 


k- 


'l, 


Xi'=m, 'Is""«) 


so daß: 












Ä,= 


Jsil + ZUl) 






SXJl 


Die 


Gleichang: 










^(;i + 


JX)(l + Jl)='0 


ergibt: 




2kJl = 


-UlJl-ÜJlJl, 


somit: 




Ä. -. 


Js(l + SIM) 



Das Glied mit der niedrigsten Potenz von Jt im Zähler bzw. 
Nenner von h^ stimmt überein mit dem entsprechenden Glied in der 
Entwicklung von Js bzw. 21(1 + JX). 

Die Zähler von l + JX, fi + ^^i^ v + z/i/ sind gleich: 

f^it + ^it)U\t + M) - U{t + M)f^\t + M), usw. 

Um diese Determinanten^ soweit wie nötige nach Potenzen von Jt 
zu entwickeln^ nehmen wir an^ daß die Determinante: 

(n) K) ("i) 

fs) m fs) 

(n+i't) (n+»'.) (vi+v,) 

fi (0 /i (0 ü (t) 
A (<) f« (0 h (0 

verschwindet; solange die ganze positive Zahl a kleiner als t/3 ist, 
daß sie aber für a = v^ einen von Null verschiedenen Wert besitzi^ 
den wir mit B bezeichnen wollen. Dann gibt es nach einem be- 
kannten Determinantensatz für a < 1/3 eine Darstellung der Elemente 
der dritten Zeile obiger Determinante in der Form: 

WO Je eine beliebige der Zahlen 1, 2, 3 bedeutet. Setzen wir daher: 

^ (^i + i', + ^-l)J 

i/2V y (i'i + v,)^ (n + ^i + i)J 



80 erficibt sich: 
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Wir erhalten: 
U(t + Jt)U\t + ^t) - f,'(t + M)fi\t + z/O 

- {U (f) /s (t) - fz (t) f» (0} {9,'i^t)g,"iJt) - g^{Jt)gi\dt)} 

l('i + ',+ ".-!)! (". + «'.+ •'.-2)!-^* 1 + 

Dabei ist: 
gi{Ai)gi\At) -gl{Ai)g^\m) ^_j^^^A___^f.n+^-»+ .... 

(»'x + »'. + »'.-l)! (". + »', + '',-2;!^' 

= *'''^*'' ^^t'-i+'t+n-» -I , 

g«"(^*> ^^ +».+*.-» g«'(-^*) ^^+*.+».-» 

(". + «'. + ''.-1)! (»'. + *, + ''.-2)l 

Für den Nenner Ton X-\- /IX ergibt sich hiernach: 

= 1 — ,rr'r — ^ ^^^" ^'*~* + • • • 

(»i-l)!(i',H-v,-l)! 

Bei der Berechnung des Ausdrucks 21l{X + z/il) berücksichtige 
man, daß die Summe: 

mit der 2vj + 2vg + v»— 3**" Potenz von At beginnt, während die 
Summe: 

2;/i(n+^0(/i'(< + Ai)f»i^ + At) - U{t + ^Or,"(< + ^0) 

mit der 2i/i + ^2 + Vj— 3*®"^ Potenz von Aiy also einer niedrigeren 
Potenz wie der vorigen, beginnt. Man erhält: 

^ ^ »'i(»'i + »'. + »'s-l)! ^ 

folglich: 

, _ _ »'.K + .>.+ .>.-l)!TF' .«,_v. . . . . 
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Wenn Vi>v^, so ist an der betrachteten Stelle r = 0; 
wenn Vi<.v^, so ist an der betrachteten Stelle r unendlich, 
und zwar, je nachdem 1/3 — v^ gerade oder ungerade ist, ergibt sich 
ein unendlicher femer Mittelpunkt der zweiten Krümmung auf der 
Hauptnormalen, oder es sind zwei nach entgegengesetzten Richtungen 
hin unendlich fem liegende Erümmungsmittelpunkte vorhanden. Wenn 
endlich v^ gleich 1/3 ausfällt, ergibt sich ein endlicher, von 
Null verschiedener Halbmesser der zweiten Krümmung mit 
dem Werte: 

Dasselbe Ergebnis muß sich auch dadurch herleiten lassen, daß man 
mit dem für eine gewöhnliche Stelle gebildeten Ausdruck von r an 
eine außergewöhnliche Stelle herangeht, mit anderen Worten durch 
Bestimmung des Grenzwerts (^t = 0) des Ausdrucks: 

^ "^ ^ 2fr{t+^t)(f,'it+Jt)f,'^{t+Jt)^f,\t+Jt)f,'\t+Jt))' 

Hier beginnt die Entwicklung des Nenners mit dem Gliede: 

/ h ^i + ^s 

j üi \ D>///8n+2»'t+»'i— « 



oder: 






wir erlialteu daher: 

woraus sich für den Grenzfall z/^ = dieselben Folgerungen wie 
vorhin ergeben. 

§ 15. Die Bogenlänge als unabhängige Teränderliche. 

Betrachten wir die Koordinaten einer Baumkurve als Funktionen 
ihrer Bogenlänge s{x = gi(s), y = 92(8), ^^g^is)), so lassen sich 
die für eine ebene Kurve im ersten Teil § 5 durchgeführten 
Entwicklungen ohne weiteres auf eine Baumkurve übertragen. Es 
sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem nämlich die Koordinaten 
an der Stelle s + ^s nach ganzen Potenzen von Js oder nach ganzen 

Potenzen von ^jS^i^ (ß^^"^^«)^* entwickelt werden können. Im 
ersten Fall bezeichnen wir mit Tc den kleinsten, die Eins übertreffenden 
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Wert von a, für den die Ableitungen gi^'^Ks), ^a^*^(s), S^s^^K^) i^icht 
gleichzeitig verscliwinden, nnd erhalten: 

gi{s + Js) = gi(s) + g^{s)^s + -^g^^^^^s)^^ + • • •, usw. 

Die Bichtui^skosinus der positiven Halbtangente im Punkte (s) 
sind: 

^^9i(ß), ß^g^'is), Y^g^{s), 

die der positiven Hauptnormalen: 



m = £* ,— > « = 6 



Dies stimmt mit der früheren Bestimmung der Haaptnormalen 
in § 13 S. 245 überein, da hier Vi= 1, Vj =» Ä — 1. 

Für den Halbmesser der ersten Krümmung ergibt sich die Be- 
Ziehung: 

Sobald Ä > 2, wird der absolute Betrag von q bei jds^O unendlich 
groß; es gibt dann einen oder zwei unendlich fem liegende £[rümmungs- 
mittelpunkte für die Stelle (s), je nachdem Tc gerade oder ungerade ist. 

Um die Entwicklung des Halbmessers der zweiten Krümmung 
vorzunehmen, setzen wir fest, daß \ den kleinsten, von Null ver- 
schiedenen Wert von a bedeuten soll, für den die Determinante: 



9^{s) 


9As) 


9,'{s) 


(») 


(*l s 


Hs 


9 vis) 


9iis) 


9i(s) 


9x is) 


ffiis) 





von Null verschieden ist. Der Wert der Determinante für a = ä^ 
werde mit Dj^ bezeichnet. Am einfachsten bedienen wir uns der 
S.251 für r(t + ^t) gefundenen Entwicklung. Statt t tritt hier s auf, 
die Zahlen 1^1,1^2, v^ haben hier der Reihe nach die Werte 1, Ä — 1, k^. 
Die Zahl W^ ist gleich: 

/ (*) (*) \ 

A92(s)g,{s)^g,\s)g,{s)y, 

Die Entwicklung des identisch verschwindenden Ausdrucks: 
Ug.^is+Jsy^l 
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nach Potenzen von ^s liefert die Beziehung: 

(*) (*) (*) 

9i(s)gt(s) + g2'(s)g^{s) + gs\s)g^(s) = 0, 

folglich ergibt sich: ^^^ 

W'^2g,{sy. 

Wir erhalten daher: 

Für ^ds = bleibt r endlich^ wenn \ = 1. 

Falls die Entwickinngen der Koordinaten an der Stelle 
s + ^s nach gebrochenen Potenzen von ^^s fortschreiten, 
besitzen sie die Form: 

gt(s + Js) = gi{s) + giQ{s)J^s + gi^r^J^s ^^ H , usw. 

Die Bichtungskosinus der positiven Halbtangente an der Stelle {s) 
sind hier: / n ^ / \ / n 

die der positiven Hauptnormalen: 

?=.an4-. -fWi- , ^^,n+.._£!dfL, n«.n+^^-A^E=. 

v^9i^vMy i/^w^' v^9t^vS^y 

Für den Halbmesser der ersten Krümmung an der Stelle (s+^s) 
ergibt sich: 

Wir können diese Entwicklung auch aus der S.248 für Q(t + ^t) 

gefundenen herleiten. Nehmen wir nämlich ^^s^i=-= r, so lassen sich die 
Reihen für g^{s + ^s), g^is-^-^d), g^{s -\' ^s) als Entwicklungen 
nach ganzen Potenzen von r für die Umgebung der Stelle r = auf- 
fassen, so daß: 

^i(^ + z/5)-9?i(r), g2{s+Js)^'q)^(r)y g^{s + /l s) = fp^{x). 
Dann ist: 

(i'i) ivi + v^ 

9?i(0) == i/J g^^is), 9?i (0) = (i/i + v^)\ gi,^X^), usw. 

Infolgedessen erhalten die a. a. 0. mit w und W bezeichneten 
Zahlen die Ausdrücke: 

wo die letzte Grleichung auf Grrund der Beziehung: 

9iois)gi,v,{s) + g2ois)g2,vXs) + güo(s)gs,vXs) = 

gewonnen wird; somit: 

p(r) = p (5 + ^s) = «''1+*'* — ^^ r^i-^» -\ f w. z. b. w. 
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Auf diesem Wege soll auch der Halbmesser der zweiten Krümmung 
bestimmt werden. 

Der kleinste, die Null übertreffende Wert von a, für den die 
Determinante: 

9io{s) g2o(ß) 9so(s) 

ffi.n(ß) ff^A^) 9i.vM 

9hH-ha(ß) 9i,v^+a(s) 9hv.+ais) 

nicht verschwindet, ist gleich v^. Man überzeugt sich hiervon leicht, 
wenn man die beiden Seiten der identischen Gleichung: 






g^ (s\-Js) g^ {s+^s) g^ (s+^s) 
g^'{s+^s) g^\s+^s) g^\s+,ds) 
g,^^\s+^s) g^\s+^s) g^\s+ds) 






nach Potenzen von Jt entwickelt. Es ist 1/3 zugleich der kleinste, 
die Null übertreffende Wert von a, für den die Determinante: 



(Vi) 

<Pi(0) 
9>i(0) 

(vi-hn+a) 

Vi (0) 



(v.-fi'O 
V2 (0) 



("1) 
<Pa(0) 

<P8(0) 

9>8 (0) 



nicht verschwindet. 

Für a = V3 werde die vorletzte Determinante mit Dj, die letzte 
mit Dq bezeichnet. Man hat dann: 

Do ^^ Vj! (vi + 1/2)1 (vi + Vg + V3)! Ai 

somit ergibt sich unter Benutzung der S. 251 für r(t + Jt) gefundenen 
Entwicklung: 

Der Halbmesser der ersten Krümmung besitzt an der Stelle (s) 
einen endlichen Wert, wenn v^ = v^. In diesem Falle ist: 



9 = 



2-K^^i,.,»^ 



Der Halbmesser der zweiten Krümmung besitzt an der Stelle {s) 
einen endlichen Wert, wenn v^ = v^. In diesem Falle ergibt sich: 
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Sind beide Halbmesser endlich, so ist v^^v^^^v^^ and für r be- 
steht die Gleichung: 

1 ^9^,rS^y 



r = — 



8 D, 



§ 16. Die senkrecliteii Projektionen der Umgebung eines anßer- 

gewohnliehen Punktes einer Baumkurye auf die Seitenflächen 

des begleitenden Dreikants. 

Um das Verhalten einer Raamknrve in der Nähe eines außer- 
gewöhnlichen Punktes zu untersuchen, projizieren wir sie senkrecht 
auf die Ebenen des begleitenden Dreikants. Diese Ebenen werden 
nicht beeinflußt durch die Art und Weise, wie man die positiven 
Teile der Binormale und Hauptnormale festlegt. Wir benutzen daher 
diejenigen Bestimmungen der positiven Teile der Tangente, Haupt- 
und Binormale, die sich für £ » 1 ergeben, so daß: 

f (n) f (n) 



v^u^y 



w 



* w ' 

wo: 



Wie in § 4 S. 201 sei: 

t = XJfi + iiJfi + vJU 
Hier ist die Entwicklung: 

ZU benutzen, wo g^i/dt) mit dem Gliede j—r:^t^', 9i{^^) ^^^ ^^^ 
Gliede ; — ; — ^-7^/^»+"» beginnt. Wir erhalten: 

t == — y//n+''2+»'i J 

^ W{v, + v, + v,)l^' ^ 

1. Die Projektion der Raumkurve auf die Schmiegungsebene wird 
dargestellt durch die Grleichungen: 
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Die im ersten Teil § 1 S. 5 benutzten Zahlen v nnd X bezeichnen 
wir fortan mit i/ und X' und erhalten i/ =« v^, X' =^ v^. Die Projektion 
besitzt im außergewöhnlichen Punkt, weim v^ ungerade imd v^ ungerade, 
eine gewöhnliche Tangente; wenn i/^ ungerade und v^ gerade, eine 
Wendetangente; wenn v^ gerade imd v^ ungerade, eine Hellebarden- 
spitze; wenn v^ gerade und v^ gerade, eine Schnabelspitze. 

2. Die Projektion der Baumkurre auf die Normalebene wird dar- 
gestellt durch die Gleichungen: 

Für die Zahlen i/ imd X' erhalten wir hier die Werte v^+v^ 
und 1/3. Die Projektion besitzt im außergewöhnlichen Punkt, wenn 
Vi -f i/g ungerade und Vj ungerade, eine gewöhnliche Tangente; wenn 
^1 + ^2 ungerade und 1/3 gerade, eine Wendetangente; wenn v^ + Vj 
gerade und 1/3 ungerade, eine Hellebardenspitze; wenn v^ + v^ gerade 
und 1/3 gerade, eine Schnabelspitze. 

3. Die Projektion der Baumkurve auf die rektifizierende Ebene 
wird dargestellt durch die Gleichungen: 

Für die Zahlen 1/' und A' ergeben sich die Werte v^ und v^ + v^. 
Die Projektion besitzt im außergewöhnlichen Punkt, wenn v^ ungerade 
und v^ + 1/3 ungerade, eine gewöhnliche Tangente; wenn v^ ungerade 
und Vg-f 1/3 gerade, eine Wendetangente; wenn v^ gerade und v^ + v^ 
ungerade, eine Hellebardenspitze; wenn v^ gerade und v^+ Vg gerade, 
eine Schnabelspitze. 

Man kann sich von der Umgebung des außergewöhnlichen 
Punktes eine anschauliche Vorstellung machen, wenn man sich die Kurve 
von einem beweglichen Punkt in der Richtung durchlaufen denkt, 
die dem Übergang von einem positiven z// zu einem negativen /it 
entspricht. Behalten wir die im § 4 S. 202 erklärte Bezeichnung der 
Oktanten bei, so liegt der Punkt |, % g bei positivem Jt im ersten oder 
fünften Oktanten, je nachdem D positiv oder negativ ist. Wir setzen B 
als positiv voraus. Der entgegengesetzte Fall ist entsprechend zu er- 
ledigen. Der bewegliche Punkt befindet sich demnach bei der An- 
näherung an den außergewöhnlichen Punkt im ersten Oktanten, und 
es sind die folgenden Fälle möglich: 

1. Er tritt bei der Entfernung von dem außergewöhnlichen Punkt 
in den ersten Oktanten zurück, wenn für j^t <iO sich S > 0, ij > 
g > ergibt. Dazu müssen v^^ v^y 1/3 sämtlich gerade sein. Die 
Kurve besitzt im außergewöhnlichen Punkt eine Spitze; ihre Pro- 
jektionen auf die drei Koordinatenebenen besitzen in ihm Schnabel- 
spitzen. 
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2. Er tritt bei der Entfemong von dem außergewöhnlichen Punkt 
in den zweiten Oktanten. Dann muß für ein negatives ^t sich 
|<0, i?>0, g>0 ergeben, und damit muß v^ ungerade, v^ ungerade, 
1/3 gerade sein. Die Projektion der Baumkurre auf die Schmiegungs- 
ebene (S. E.) besitzt im außergewöhnlichen Punkt eine gewöhnliche 
Tangente, die Projektion auf die Normalebene (N. E.) eine Schnabel- 
spitze, die Projektion auf die rektifizierende Ebene (B. E.) eine ge- 
wöhnliche Tangente. 

3. Er tritt in den dritten Oktanten über. Da muß sich für 
Jt<,0 ergeben | < 0, ij < 0, g > 0, d.h, v^ ungerade, Vg gerade, 
V3 ungerade. Die Projektion der Baumkurve auf die (S. E.) besitzt 
im außergewöhnlichen Punkt eine Wendetangente, die Projektion auf 
die (N. E.) eine gewöhnliche Tangente, die Projektion auf die (B. E.) 
ebenfalls. 

4. Er tritt in den vierten Oktanten über. Da muß für z/^<0 
sich |>0, iy<0, g>0 ergeben, d. h. v^ gerade, v^ ungerade, Vj un- 
gerade. Die Projektion auf die (S. E.) besitzt im außergewöhnlichen 
Punkt eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (N.E.) eine ge- 
wöhnliche Tangente, die Projektion auf die (B. E.) eine Schnabelspitze. 

5. Er tritt in den fänften Oktanten über. Da muß für ^t<0 
sich |>0, i?>0, §<0 ergeben, d. h. v^ gerade, v^ gerade, i/, un- 
gerade sein. Die Projektion der Baumkurve auf die (S. E.) besitzt 
im außergewöhnlichen Punkt eine Schnabelspitze, die Projektion auf 
die (N.E.) eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (B.E.) ebenfalls. 

6. Er tritt in den sechsten Oktanten über. Da muß für Jt<.0 
sich |<0, i?>0, g<0 ergeben, d. h. v^ ungerade, v, ungerade, 
1/5 ungerade sein. Die Projektion der Baumkurve auf die (S.E.) hat 
im außergewöhnlichen Punkt eine gewöhnliche Tangente, die Projektion 
auf die (N. E.) eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (B. E.) 
eine Wendetangente. 

7. Er tritt in den siebenten Oktanten über. Da muß für /jt<.0 
sich |<0, i?<0, g<0 ergeben, d. h. v^ ungerade, v^ gerade, 
1/3 gerade sein. Jede der drei Projektionen besitzt im außergewöhn- 
lichen Punkt eine Wendetangente. 

8. Er tritt in den achten Oktanten ein. Hier muß für ^^ < 
sich |>0, i?<0, g<0 ergeben, d. h. v^ gerade, v^ ungerade, 
^8 gerade sein. Die Projektion der Baumkurve auf die (S. E.) und 
die auf die (B. E.) besitzt im außergewöhnlichen Punkt eine Helle- 
bardenspitze, die Projektion auf die (N.E.) eine Wendetangente. 

§ 17. Ausgezeichnete ebene Sclmitte der Tangentenfläche 
einer Baumkurve. 

Im vorigen Paragraphen versuchten wir uns die Umgebung eines 
Eurvenpunktes dadurch zu veranschaulichen, daß wir die senkrechten 
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Die im ersten Teil § 1 S. 5 benuteten Zahlen v «nd ^ 
wir fortan mit v* und i' und erhalten «/ =• Vj, X' = *« - ^ ^ 
besitet im außergewöhnlichen Punkt, wenn v^ ungerad^ ^ ^ 
eine gewöhnliche Tangente; wenn Vy ungerade ^<^ |- •s«' 
Wendetangente; wenn v^ gerade und v, ungetf^^ ^ 
gpitee; wenn v^ gerade und v, gerade, «ioe |»| | |^ "^ 

2. Die Projektion der Raumkurre ^'^^ f%\ f g- 
gestellt durch die Gleichungen: 









Für die Zahlen 1/ und X' erhf/f |i %\W 1, '^'' 



und Vj. Die Projektion besitzt '"^J'^Va 
v^+v^ ungerade und 1/3 ungera«|^/ ? 
v^ + V2 ungerade und v^ gerac'ii g, J ^ 
gerade und v^ ungerade, ^^'f/^.f\0 
und 1/3 gerade, eine Schnah | ^ ^^ ß* 





I 



Für die Zahle, /p '^ _ vxleichungen- 

Die Projektion V44 ^ 
und v^ + Vs «r^^* '*^ ./i(, i cos 9? + A sin g?), 

und 1/2 + v^ y ^^ _|. ^^(^ cos 9? + fi sin g?), 

S^'schi ^ /3(0 + ly + ni{n cos 9 + 1; sin ()p) 

''^^'^ w- Achse fallt mit der Kurventangente zusamin^^' .. 
Punktf ^ .^ ^^^ Normalebene und ihr positiver Teil bU^^^ ,, 
T >CVeii Teil der Hauptnormalen den Winkel cp. D^J>^^ J;' 

^;ix; ^^origen Paragraphen S. 255 benutzte Bestimmung von a^h^ 
^ '^'l^^andt werden. , 

^'^Für den Schnitt unserer Ebene mit der Tangentenfläche besueueu 
jie Gleichungen: 

1« + i?iG cos 9? + A sin 9?) = z//i+ Ä/;'(^ + Jt), usw. 
Man hat: 

(n+ ".+*.) 



/ 



\ 
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"'ütiplizieren wir die Gleichungen für g und rj^ der Reihe nach 

^.(p — l cos 9?, m sinq) — fi cos q>, nsinq) — v cos q) und 
'e, so entsteht: 



'W ^0+ •••+ä(^9,vo+-)1 



^\ 



% ^ 



r V ^ ^ ♦ \ 

'^ -Ca ^ ^ ^ ^. Null verschieden ist, ergibt sich: 

'- sin9?{2;Az//i + Ä2;A/i'(^+^0}- 



'^5 



TT sin 9 (i'i + f. + n)' (n-*'«)^ 



Hiermit ist die Schnittlinie, wenn wir von ihrem mit der Tangente 
zusammenfallenden Teil absehen, gefunden. 

Für die kennzeichnenden Zahlen i/' und }! erhält man die Werte v^ 
und Vg + i/j. Stellen wir uns auf den S. 256 eingenommenen Stand- 
punkt, so besitzt in dem zu i gehörenden Punkt die Schnittlinie eine 
gewöhnliche Tangente, wenn die Ausgangskurve aus dem ersten in 
den zweiten oder dritten Oktanten tritt. Diese Tangente ist stationär, 
wenn v^ < Vg + v^. Die Schnittlinie besitzt eine Wendetangente, falls 
die Ausgangskurve aus dem ersten Oktanten in den sechsten oder 
siebenten tritt; eine Schnabelspitze, wenn die Ausgangskurve aus dem 
«rsten in den vierten Oktanten tritt, oder in den ersten zurücktritt; 
eme Hellebardenspitze, wenn die Ausgangskurve aus dem ersten 
Oktanten in den fünften oder achten tritt. 

h) Ist sin 9? gleich Null, so haben wir es mit dem Schnitt der 
Schmiegungsebene mit der Tangentenfläche zu tun. Wir schreiben 
^iör 9^ statt i2i. Dann findet sich: 

17* 
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^1 + ^% + ^» 

v^l(v^ + p^ + v^) 
Wv 

Die kennzeichnenden Zahlen 1/ nnd }! stimmen hier mit v^ und v^ 
überein. Im Falle v^ = v^ ergibt sich ein endlicher, von Null ver- 
schiedener Krümmungshalbmesser (p') der Schnittkurve, den wir 
berechnen wollen. Es ist: 

somit nach S. 10: 

Der Krümmungshalbmesser ^' ist mit dem Halbmesser q der 
ersten Krümmung der Ausgangskurve (S. 248) durch die Gleichung 
verbunden: / . x« 

Wenn v^ — i/^ = 1/3, erhalten wir: 

t 4 

Für den allgemeinen Fall v^= 1 ist dies Ergebnis von V. Jamet 
gefunden. (Comptes rendus der Pariser Akademie Bd. 100. 1885. 
S. 1329.) 

2. Schnitt der Tangentenfläche mit einer die Haupt- 
normale enthaltenden Ebene. 

Eine solche Ebene stellen wir durch die Gleichungen dar: 

^ — /i(0 + V^ + ti(fi cos qp -h X sin 9?), usw. 

Die iy- Achse fällt mit der Hauptnormalen zusammen, während 
der positive Teil der g^- Achse mit der Tangente den Winkel (p bildet. 

Für den Schnitt der Ebene mit der Tangentenfläche bestehen 
die Gleichungen: 

rjl + gi(a cos 9? 4- X sin g?) = ^f^ + ^fi(ß + -^0) ^s^- 

Wir multiplizieren sie der Reihe nach mit a sin 9? — A cos 9? usw. 
und addieren sie. Dann entsteht: 

sm(p{2:aJfi+h2:af^\t + zit))'-coBq){2:X^fi+h2:ifi'(t + J{)}^0. 

Ist sin q> von Null verschieden, so ergibt sich : 

V, 
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Für rj erhält man die Entwicklung: 

Für gl folgt Sstmächst: 
sodann auf Grund der viertletzten Gleichung: 

somit unter Berücksichtigung der Entwicklung von h: 

Stellen wir uns auf den S. 256 eingenommenen Standpunkt, so 
hat die Schnittlinie in dem zu t gehörenden Punkt, wenn die Aus- 
gangskurve aus dem ersten Oktanten in den dritten oder vierten tritt, 
eine gewöhnliche Tangente; tritt sie in den siebenten oder achten 
Oktanten, so hat sie eine Wendetangente; tritt sie in den zweiten 
Oktanten, oder in den ersten zurück, so hat sie eine Schnabelspitze; 
tritt sie in den fünften oder sechsten Oktanten, so hat sie eine Helle- 
bardenspitze. 

Wenn sin 9 = 1, so bestimmen die Gleichungen für rj und ^^ den 
Schnitt der Tangentenfläche mit der Normalebene der Ausgangskurve. 

3. Schnitt der Tangentenfläche mit einer die Binormale 
enthaltenden Ebene. 

Eine solche Ebene stellen wir dar durch die Gleichungen: 

a? = /'i(^) + li(acos9? + Zsiny) + gX, usw. 

Die g- Achse fällt mit der Binormalen zusammen; der positive 
Teil der 1^- Achse bildet mit der positiven Halbtangente den Winkel 9. 

Für den Schnitt der Ebene mit der Tangentenfläche bestehen 
die Gleichungen: 

li(a cosq> + 1 sin 9?) + gX = J/i + Ä/i'(< + ^0? ^s'*'^- 

Multiplizieren wir dieselben der Reihe nach mit asiiKp ^l cos q>, 
usw. und addieren sie, so folgt: 

sin (p[2]aJf^ + haf^{t + Jt)] - co^(p{2lJf^ + hmf^(t + Jt)) = 0. 
a) Unter der Voraussetzung sin 9 ^ ergibt diese Gleichung: 

Für g erhält man die Entwicklimg: 
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far g, folgt: 

Die gestaltlichen Verhältnisse der Schnittkurye sind hier dieselben^ 
wie unter 2. 

b) Für sin 9 «= erhalten wir den Schnitt der rektifizierenden 
Ebene der Ausgangskurve mit der Tangentenfläche. Wir schreiben 
hier | statt g^ und finden: 

woraus sich die gestaltlichen Verhältnisse der Schnittkurve leicht 
erkennen lassen. 

Im allgemeinen Fall, für den Vi = i/g = i/j = 1 ist, besitzt in dem 
zu t gehörenden Punkt die Schnittlinie der Tangentenfläche mit der 
Schmiegungsebene eine gewöhnliche Tangente; die Schnittlinie mit 
der Normalebene (Nr. 2, siny=*l) eine Hellebardenspitze und den 
Krümmungshalbmesser Null; die Schnittlinie mit der rektifizierenden 
Ebene eine Wendetangente. Der die Normalebene betreffende Teil 
dieses Satzes ist bereits 1845 von de Saint-Venant aufgestellt worden. 
(Journal de TEcole Polytechnique. 30 Cahier. Bd. 18., S. 43.) 

§ 18. Bemerkungen über die einschlägige Literatur 
und über die Anwendung tou homogenen Koordinaten. 

Auf die möglichen acht Gestalten der Umgebung eines Kurven- 
punktes machte zuerst Oh. v. Staudt in seiner „Geometrie der Lage^' 
(Nürnberg 1847, S. 113) aufmerksam. Chr. Wiener wurde dadurch 
veranlaßt, die acht Modelle von Baumkurvenformen anzufertigen^ 
die sich im Verlag von K. Schilling in Halle a. S. befinden. Neuere 
Modelle im Verlage von B. G. Teubner in Leipzig rühren von 
K. Wiener her. Eine Erläuterung über die ersteren von Chr. Wiener 
findet sich in der Zeitschrift der Mathematik und Physik, 25. Jahr- 
gang 1880 S. 95. Man vergleiche die Darstellung bei F. Klein, 
„Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie". 
(Leipzig 1902. S. 437.) 

Im Jahre 1886 erschien die Leipziger Inauguraldissertation von 
Henry B. Fine (auch im American Journal of Mathematics Bd. 8. 1886. 
S. 156), in der die analytischen Bedingungen jener acht Möglich- 
keiten unter Benutzung von homogenen Koordinaten und Graß- 
mann sehen Methoden entwickelt wurden. Um die Übereinstimmung 
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jener Bedingungen mit den im § 16 S. 256 gefundenen darzutun^ ist 
ein kurzes Eingehen auf homogene Koordinaten notwendig. 

Wir betrachten zunächst, wie es auch Fine tut, die homogenen 
Koordinaten der Punkte einer Baumkurve als proportional vier ge- 
gebenen analytischen Funktionen einer Veränderlichen t und setzen: 

Man kommt, wie mir scheint, auf die einfachste Weise zur 
analytischen Darstellung der Kurventangente, wenn man sie als die 
Achse des Büschels der Tangentialebenen auffaßt. Wir stellen den 
Ebenenbüschel, dessen Achse durch die beiden Punkte P^^^(xf^\ ocf^\ 
41), 41)) und PW(a;f>, 4«), a^f, x^^) bestimmt ist, durch die Deter- 
minantengleichung : 



41) 41) 4^) 4^) 

4») 4») 4») 43) 

Vi Vi Vi Vi 

X* X'i Xa Xa 







dar, in der y^, y^y y^, y^ die Koordinaten eines nicht in der Achse 
des Büschels liegenden, sonst aber beliebig zu wählenden, Punktes (Q), 
und x^, 0C2, Xq, x^^ die laufenden Koordinaten der Punkte der durch 
p(i)^ P(2), Q bestimmten Ebene bedeuten. 
Um den durch die Verhältnisse: 

4^):4^):4^):4i)- q>,(t) : q>,(t) : q>,(t) : 9,(0, 

4*): 4*): 4»): 4»)- (p^{t + Jt) : (p^{t + Jt) : (p^(t + M) : (p^{t -f M) 

festgelegten Ebenenbüschel zu bestimmen, setzen wir zur Abkürzung: 

(pi(t + Jt) = ttio + aa/lt 4- ai2^t^ -] 

Wenn nun die Proportionen: 

bestehen, solange w ^ Xj ist, aber nicht für w = x^ -f 1, erhalten wir 
als Gleichung des Ebenenbüschels: 



a, 



10 



0^20 



*30 



a^ 



Vi Vi Vz Va 



X, 



X^ 



i^Ä 



00a. 



+ AJt + ' 
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Der Übergang zu ^t^O liefert die Gleichung des Büschels der 
Tangentialebenen in der Form: 



a, 



10 



Vi 



-0. 



Die Achse des Büschels ^ d. h. die Tangente der Kurve ^ ist somit 
durch die beiden Punkte (a^Q . . .) und (ai,xi+i . • .) bestimmt. 

Wir können die Bedingung für die ZiJil «j auch in der Weise 
ausdrücken, daß sie den größten Wert von n bedeuten soll, fär den 
alle Unterdeterminanten zweiter Ordnung der matrix: 

^10 ^0 ^«0 ^40 
«11 «21 «81 «41 



«In «2n «3n «4« 

verschwinden. 

um zur Gleichung der Schmiegungsebene zu gelangen, lassen 
wir zunächst den Punkt (y^. , .) mit dem Punkte [(p^(t + ^t), . . .) 
zusammenfallen. 

Wenn aUe Unterdeterminanten dritter Ordnung der matrix: 

«10 «20 «80 «40 

«l,Xx-|-l «2,Xi-|-l «3,Xi + l «4,Xi + l 

«1,^1 + 1+« «2,Xi + l + n «8,Xi + l + n a4,Xj + i+« 

verschwinden, solange w ^ Xj ist, aber nicht für « = x^ + 1, ergibt 
sich als Gleichung unserer Ebene: 



«10 

«l,xi4-l 

«l,Xi+x,+2- 



+ BJt + -"^0. 



Der Übergang zu zJt = liefert die Gleichung der Schmiegungs- 
ebene in der Form: 

«10 

ai,x,H-i .. 

«l,x,+ x,-|-2-. 

x^ 

Hiemach ist die Schmiegungsebene durch die Punkte (a^o . . 0^ 
(«i,xi+i • • '), («i,xi+x,+2) bestimmt. 
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Wir können die Bedingung für Xj auch in der Forderung aus- 
drücken^ daß Xj der größte Wert von n sein soll, für den alle Unter- 
determinanten dritter Ordnung der matrix: 



«10 


<ho 


«30 


»40 


«l,*x+l 


a2,x,+i 


«8,x, + l 


«4,»^i + l 


ai,x,+ 2 


Ö2,Xx + 2 


a8,x,+8 


a4,x, + 2 



verschwinden. 

Wir gehen noch einen Schritt weiter und fragen, mit welcher 
Potenz von ,dt die Entwicklung der Determinante: 

ai,x,+i 
ai,x,+xa+2.-. 

beginnt. Wenn die Determinante: 

«10 

«l,Xx+l 

ai,Xx+x,+2 
«l,Xx+x.+ n+2 

verschwindet, solange w^Xg, aber nicht, wenn w=»X8 + l, so be- 
ginnt die Entwicklung offenbar mit der x^-f «2+ ^+ 3**"^ Potenz 
von ^t. H. B. Fine nennt die Zahlen x^, oc^f Xg die Grade des 
Stationärseins des Kurvenpunktes, der Tangente und der Schmiegungs- 
ebene, wobei aber zu bemerken ist, daß damit nichts über die geo- 
metrische Beschaffenheit der Umgebung des Kurvenpunktes ausgesagt 
wird, da sich diese Zahlen ändern können, wenn man statt t eine 
neue Veränderliche einführt. 

Um den Einfluß jener Zahlen auf die Beschaffenheit der Um- 
gebung des Kurvenpunktes festzustellen, kommt man an der Unter- 
scheidung von zwei Richtungen in einer Strecke, wie bei Fine, oder 
von zwei Seiten einer Ebene nicht vorbei. Wir wollen das letztere 
durchführen und müssen zu diesem Zweck auf die Definition der 
homogenen Koordinaten zurückgehen. 

Die Gleichungen der Seiten eines Tetraeders seien in der Normal- 

«11^ + «12^ + «18^ + «14== 0, 
«21^ + «22^ + «28^ + «24=' 0, 
«81^ +«82^+ «88^ + «84 =^ 0, 
«41« + «42^+ «48^ + «44= 0. 
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Die senkrechten Abstände eines Punktes {Xy y, z) von den Seiten- 
flächen des Tetraeders bezeichnen wir mit p^j p^, p^, p^, so daß: 

«U^ + «ISy + «18^ + «14 =Ä> ^8W. 

Wenn die Höhen des Tetraeders mit Ä^, Äg, h^, \ bezeichnet werden, 
besteht bekanntUch die Beziehung: 

h ^ h '^ h^ K 
(Vgl. Z.B.W. Kill in g. Lehrbuch der analytischen Geometrie in homo- 
genen Koordinaten. Zweiter Teil. Paderborn 1901. S. 12.) 

Verstehen wir unter cc^, a^, äj, a^ vier, von Null verschiedene, 
aber sonst beliebig gewählte, feste Zahlen, so werden die homo- 
genen Koordinaten des Punktes (x, y, z) durch die Gleichungen: 

^i^-^^iJPi; x^--^fhP2i ^s=<^«^8i^s; ^4=^öf4i>4 

definiert, in denen 6 eine von Null verschiedene, sonst willkürliche 
Zahl bedeutet. Jeder Punkt besitzt demnach einfach unendlich viele 
Systeme von homogenen Koordinaten. Lege ich bloß die Verhält- 
nisse dieser Koordinaten fest, wie etwa durch: 

1 * 2 * s * 4 ^'^ ^:x:o:ö, 
so läßt sich damit wohl entscheiden, ob der entsprechende Punkt in 
einer durch eine Gleichung von der Form: 

a^x^+ a^x^ + a^x^-^- a^x^^=^0 

gegebenen Ebene liegt oder nicht; ob aber zwei, nicht in der Ebene 
befindliche Punkte auf derselben Seite oder auf entgegengesetzten Seiten 
der Ebene liegen, läßt sich nur durch den hier sehr umständlichen 
Übergang zu rechtwinkligen Koordinaten entscheiden. Einfacher wird 
dieser Übergang, wenn die homogenen Koordinaten durch Glei- 
chungen, wie etwa: 

aji = 2, irg = l, ^»3=5, x^=^ 

bestimmt sind, da jetzt die Bestimmung des Proportionalitätsfaktors 6 
mit Hilfe der Beziehung: 

ajÄi «3^2 ^zK ^4tK 

möglich wird. Sind die homogenen Koordinaten zweier, nicht in der 
durch die Beziehung: 

festgelegten Ebene befindlicher Punkte P' und P" durch die Gleichungen : 
x^ = x^iy x^ «=» x^^f x^ = a^jj, x^ = aj^i, 
•^1 — -^is» -^8 — -^aa; '*'8 "^sa^ •'^ — '*'4a 
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gegeben, so bezeichnen wir die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte 
P' und P" mit x\ y\ z^ und x^\ y", z^\ die ihnen entsprechenden 
Werte von 6 mit <j' und (?". Dann ist: 

X^^ = ^"«1 («11^"+ «12^"+ «18^"+ «u) ^8W- 

Zur Abkürzung sei: 

-4„ «^qycg^tfyn- (w = 1 . . . 4) 

r = l 

Es ergibt sich dann: 

4 

Hieraus folgt, daß die durch die homogenen Koordinaten 
(%...aj4i), (a?i3 . . . rr4g) gegebenen Punkte auf derselben Seite 
oder auf entgegengesetzten Seiten der durch die Gleichung: 

bestimmten Ebene liegen, je nachdem die Ausdrücke 

4 4 

ö^^üyXvi und ö^'^UvXvi 

V = l l' = l 

dieselben oder entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. 

Es sei nun eine Kurve in homogenen Koordinaten durch die 
Gleichungen: 

^i=9i(0; ^2=^9^2(0^ ^8=9^3(0^ ^4== 94(0 

gegeben. Wir nehmen an, daß den Werten ^0 • • • ^1 ^^^ ^ lauter im 
Endlichen liegende Kurvenpunkte entsprechen. Die zu diesen Werten 
von t gehörenden Proportionalitätsfaktoren 6 werden dargestellt durch 
die Werte einer Punktion 6(t) von (, die durch die Gleichung: 

^>' «1^1 «3^2 «sÄj «4^4 

bestimmt ist. Da die betrachteten Kurvenpunkte alle im Endlichen 
liegen, kann 6(t) an keiner Stelle des Intervalls ^0 • • • ^1 verschwinden; 
es behält also längs dieses Intervalls sein Vorzeichen bei. 

Legen wir nun durch den zu t gehörenden Punkt eine Ebene 
mit der Gleichung: 

a^x^ +a^x^+ a^x^ + a^x^ = 0, 
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80 befinden sich die beiden Punkte mit den homogenen Koordinaten 
g>i(t +zJt),,.q)4^{t+^t) und (p^{t '—^t),.,(f^{t —Jt) auf derselben 
Seite oder auf verschiedenen Seiten der Ebene, je nachdem 

4 4 

^avq>v(t + dt) und ^avg>v{t —dt) 

gleiche oder verschiedene Vorzeichen besitzen. 

Wir haben oben außer dem dem Werte t entsprechenden Punkt 
-Po (^10 • • • ^4o) iioch drei weitere wesentliche Punkte kennen gelernt^ 
nämlich den Punkt Pi(ai,xj+i...a4,x,+i), den Punkt Pj(ai,x,+x»+2.. . 
a4,xx+«, + und den Punkt -P8(^i.*i+**+*»+» ••^^«i+'««+'f.+8)- Diese 
Punkte sehen wir als die Ecken eines Tetraeders an, das wir das 
begleitende Tetraeder nennen können. Im Punkte Pq schneiden 
sich die durch PqP^P^ bestimmte Ebene E^y die durch P^P^P^ be- 
stimmte Ebene Eg^, und die durch P^P^P^ bestimmte Ebene E^ 
welch letztere mit der Schmiegungsebene zusammenfallt. 

Die Gleichung der Ebene E^ ist: 



"10 

ai,Xi+x,+x,H-3. 



= 0. 



Für Xi^ q)i{t + dt) usw. beginnt die Entwicklung der linken 
Seite dieser Gleichung mit der («^ + 1)***^ Potenz von dt Bei un- 
geradem x^ besitzt die Kurve an der betrachteten Stelle eine Spitze. 

Die Gleichung der EbeuiB E^ ist: 



«*io 
ai,x,+i 

ai,Xi+x,H-x,+ 8 



0. 



Für x^^ (p^(t +dt) usw. beginnt die Entwicklung der vor- 
stehenden Determinante mit der («i + x, + 2)*®*^ Potenz von dt. Die 
Ebene E^ wird von der Kurve geschnitten oder nicht, je nachdem 
x^ + ^ ungerade oder gerade ist. 

Die Gleichung der Ebene E^ ist: 



«10 

ai,x,H-i 

ötl,Xi + x,+ 2 
X, 



= 0. 
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Für x^^(pi(t+^t) usw. beginnt die Entwicklung der vor- 
stehenden Determinante mit der (xj + x^ + *8 + 3)**^ Potenz von ^t. 
Die Schmiegungsebene wird von der Kurve geschnitten oder nicht, 
je nachdem x^ + x^ + ^3 gerade oder ungerade ist. 

Um den Zusammenhang zwischen den Zahlen x^, tc^, ic^ und den 
Zahlen i/j, v^, v^ herzustellen^ nehmen wir zur Abkürzung: 

«a A(0 + a.-2/i(0 + «i3/i(0 + «u =i>.(0- (» = 1. 2, 3, 4) 

Da die Koordinaten x^. . ,x^ den Werten aiPi(t) proportional 
sind, können wir in den S. 263 benutzten Bezeichnungen: 

aiPi{t + ^t) = a,o + a,i ^t-\ 

setzen. Aber man hat: 



Pi{t + Jt) ^pi(t) + Pi(t)g,{^t) +pi{t)g,(^t) + 



so daß die Koeffizienten ai^, a,-, 
Beständen die Proportionen: 



^<,n-i gleich Null sind. 






so müßte p^{t) proportional jp^.^^CO sein, und damit müßten, wenn q 
einen Proportionalitätsfaktor bedeutet, die Gleichungen: 

«ii(/i(0-3/i<'''(0) + oc>,{m-qf,(^:i(t)) + «,3 {m-qf,M(t)) + «,^=0 

erfällt sein, was unmöglich ist, da die Determinante der Koeffizienten 
anm nicht verschwindet. Wir erhalten daher Vi«=-«i+ 1. 
Die Determinanten dritter Ordnung der Matrix: 



*io 



»1 



i»'i 



^20 



^80 



^40 



ötSVi «A^i 



0^1,^4+« «»»fi+n Öt8,vi-j-n ÖAjVi+n 

verschwinden, solange n<.v^. Wären sie auch für w = Vg gleich 
Null, so beständen Darstellungen von der Form: 

was sich auf demselben Wege wie vorhin als unmöglich erweist, 
somit 1/3= «2+ !• 
Die Determinante: 
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verschwindet, solange n < v^ Für n =- Vg ist sie gleich dem Produkt 
der Determinante der Koeffizienten Unm in die S. 249 definierte 
Determinante D und damit voü Null verschieden. Wir erhalten 
also ^3 = X3+ 1. 



Im weiteren Verfolge der Literatur ist das Buch von G. Peano 
zu erwähnen „Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale". 
Torino 1887, in dem S. 98 die Bedeutung der Zahlen v^, v^, v^ 
(von Peano Py q, r genannt) für die Gestalt der Umgebung eines 
Eurvenpunktes dargetan wurde. 

0. F. E. Björling behandelte 1890 im Archiv der Mathematik und 
Physik (zweite Reihe Bd. 8, S. 88) Baumkurvensingularitäten eben- 
falls unter Benutzung der Zahlen i/^, i/^, 1/3, deren Bestimmung 
ebensowenig mitgeteilt wird, wie die der Anfangsglieder der benutzten 
Reihen. 

Das Verhalten der zweiten EJrümmung vor und nach einem 
außergewöhnlichen Punkte der Abbildung einer Raumkurve auf die 
^-Gerade untersuchte 1895 0. Staude in mehreren einzelnen Fällen. 
(American Journal of Mathematics Bd. 17 S. 359.) Seine Ergebnisse 
stimmen mit den in diesen Fällen aus unserer Entwicklung von 
r{t+Jt) S. 251 fließenden überein. 

Fast gleichzeitig mit der Arbeit von Staude erschien eine Arbeit 
von A. Meder (Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 116. 1896. S. 50 und S. 247), in der sowohl die Gestalt der 
Umgebung eines außergewöhnlichen Punktes, wie das Verhalten der 
ersten und zweiten KJrümmung in einem solchen analytisch unter- 
sucht wird. Allein die von A. Meder gefundenen Bedingungen liefern 
nicht unmittelbar die Bestimmung der Zahlen Vi, v,, v^ durch die 
Ableitungen der Koordinaten; auch ist der Wert der ersten oder der 
zweiten Krümmung, falls er in einem außergewöhnlichen Punkt end- 
lich und von Null verschieden ist, aus den Mederschen Gleichungen 
nicht ohne weiteres zu entnehmen. 

1897 bestimmte E. Wölffing unter Benutzung der von C. Björ- 
ling aufgestellten Reihen die erste und zweite Krümmung einer 
Raumkurve in einem außergewöhnlichen Punkt. (Archiv der Mathem. 
u. Phys. (2) Bd. 15. 1897, S. 145.) 

Dieselbe Frage wurde 1901 von C. Burali-Forti behandelt. 
(Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino. Vol. 36. S. 935.) 
Burali-Forti faßt die Ausdrücke, die sich an einer gewöhnlichen 
Stelle der Kurve für q und r ergeben, als Grenzwerte gewisser geo- 
metrischer Größen auf und verallgemeinert das auf außergewöhnliche 
Punkte. Den Werten t und t-\- ^t mögen die Kurvenpunkte P und 
Pi entsprechen. Die Maßzahl der Entfernung beider Punkte werde 
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mit diy die Maßzahl des senkrechten Abstandes des Punktes P^ von 
der in P berührenden Tangente werde mit d^, die positiv oder negativ 
genommene Maßzahl des senkrechten Abstandes des Punktes J\ von 
der in P berührenden Schmiegungsebene werde mit d^ bezeichnet. 
An einer gewöhnlichen Stelle der Abbildung der Kurve auf die 
s-Gerade hat man: 

jf, = .^s + ±Js'-l[f^ + ^^ + l,p^]js^ + ... 

Wir erhalten bei positivem ^s: 



somit: 



-.- Lim -^, -r = -Lim -^• 



Wendet man diese Grenzgleichungen mit Burali-Porti auch auf 
die Umgebung eines außergewöhnlichen Punktes an, so ergibt sich 
bei positivem /dt: 

Daher hat man zunächst: 

Der Grenzwert von — ^ für z^^ = zeigt also dasselbe Verhalten, 

wie es nach S. 248 für den Grenzwert von Q(t + ^t) stattfindet. 
Ferner ergibt sich: 

3 d, v.liv. + v^y.SD"^' "^•" 

Der Grenzwert der rechten Seite dieser Gleichung zeigt für 
v^ > 1/3 und für Vj^ < 1/3 dasselbe Verhalten, wie der Grenzwert von 
r(t+^t) S. 251. Aber für v^^v^ weichen beide Grenzwerte von- 
einander ab. Der erstere wird gleich: 
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während der letztere gleich: 

wird. Für v^^v^^ v^ sind beide Grenzwerte einander gleich. Eine 
beständige Übereinstimmung würde sich ergeben, wenn man r durch 
die Grenzgleichung: 

definierte. 

m. Einzelheiten aus der Theorie der Raumknrven. 
§ 19. FilareTolyenten. PlaneTOlyenten. 

Es liegt nahe, sowohl die orthogonalen Trajektorien der Tangenten 
(Pilarevolventen), wie die der Schmiegungsebenen (Planevol- 
venten) einer Baumkurve aufzusuchen, zwei Aufgaben, die bereits 
in den ersten Anfängen der Eurventheorie behandelt wurden. 

1. Filarevolventen. Wir können die Eoordinaten einer die 
Tangenten einer gegebenen Kurve schneidenden Kurve in der Form 
darstellen: 

^ = 9i{S) + KvffiW, usw. 

Damit die Kurve die Tangenten senkrecht schneide, muß: 
sein, d. h.: 



1+^ = 

' ds 



h(s) = T — S, 

wo r eine Konstante bedeutet. 

Eine Filarevolvente kann also durch Abwickelung eines 
auf die Ausgangskurve gelegten Fadens erzeugt werden. 

Wir beschränken die Veränderliche s auf ein Wertintervall Sq,,. s^, 
in welchem nur gewöhnliche Punkte vorkommen, und nehmen t > s^, 
so daß r — s positiv ausfällt, und q endlich und von Null ver- 
schieden ist. 

Aus den Gleichungen: 

dx T — 5, dy T—s dz r — s 

ds Q ' ds Q ' ds Q 

folgt, daß die Tangente der Filarevolvente der Haupt- 
normale der Ausgangskurve parallel ist. 

Bezeichnen wir die Bogenlänge der Filarevolvente mit ü und 
betrachten sie als mit wachsendem s wachsend, so ergibt sich: 

de r — s 

und damit: ^ 

de r — s\Q "^ r/ 



§ 19. Filarevolventen. Planevolventen. 273 

Die Hauptnormale der Filarevolvente ist daher sowohl 
zu der rektifizierenden Kante^ wie zu der Hauptnormale 
der Ausgangskurve senkrecht. 

Die Bichtungskosinus der Binormale der Filarevolvente sind: 

X a fi ß V y 

Q r Q r Q r 

d,k die Binormale der Filarevolvente ist parallel der rekti- 
fizierenden Kante der Ausgangskurve. 

Die erste Krümmung der Filarevolvente ist gleich: 



■n^. 



die zweite ist gleich: 



T — S 



1 % 1 r 

Q r ds Q ds 

^« + r* 

Wir seheU; daß bei konstantem — die zweite Krümmung ver- 
schwindet. Dies liefert nach § 7 S. 214 den Satz: Die Filarevol- 
venten der isogonalen Trajektorien der Erzeugenden einer 
Zylinderfläche sind ebene Kurven, 

Wir wollen diesen Satz direkt herleiten, um eine weitere Eigen- 
schaft; der betrachteten Evolventen darzulegen. 

Die gegebene Kurve {x='^i{s\ y =^ 9%{s\ ^ g^(s)) befinde sich 
auf einem Zylinder, dessen Erzeugende der ;8f-Achse parallel seien, 
und schneide die Erzeugenden unter konstantem Winkel. Dann muß 
g^\s) konstant sein. Legen wir die x, y-Ebene so, daß sie die Kurve 
schneidet, so wird dieser Schnittpunkt der natürliche Anfangspunkt 
für die Bogenlänge sein, die wir als mit wachsendem wachsend 
betrachten wollen. Unter dieser Annahme ist: 

wo c eine positive Konstante bedeutet. 

Die Gleichungen der Filarevolventen werden: 

z =• xc\ 

die Evolventen liegen daher in Ebenen, die zu den Er- 
zeugenden des Zylinders senkrecht sind. 

y. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 18 
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Die Bogenlänge der senkrechten Projektion der Ausgangskorve 
auf die x, y- Ebene bezeichnen wir mit ö^. Wir lassen ihren Null- 
punkt mit dem yon s zusammen£Edlen und betrachten sie als mit 
wachsendem s wachsend. Man hat dann: 



Die Bichtungskosinus der positiven Halbtangenten der Pro- 
jektion sind: 

folglich lassen sich die Gleichungen der Filarevolventen in der Form 
schreiben: 



Dies zeigt; daß die Filareyclventen der gegebenen Kurve 
den Evolventen ihrer senkrechten Projektion auf die 
iT, y-Ebene kongruent sind. 

Die Filarevolventen einer gewöhnlichen Schraubenlinie sind Kreis- 
evolventen. Ein weiteres Beispiel wird im § 20 S. 281 behandelt. 

Die Entwickelungen im § 10 S.228 lehren, daß jede Raumkurve 
eine Filarevolvente der Grratlinien aller abwickelbaren 
Normalenflächen ist, die durch die Kurve gelegt werden 
können. 

2. Planevolventen. Die Grleichungen: 

stellen eine Durchdringungskurve der Schmiegungsebenen der durch 
x^g^is), y'^ffi{s)y z = g^{s) gegebenen Kurve dar. Die Zahlen 
9i(^); 9^2 (^) s^^ d^® Koordinaten des Schnittpunktes der Durch- 
dringungskurve mit der zu s gehörenden Schmiegungsebene der ge- 
gebenen Kurve hinsichtlich des Achsenkreuzes der Tangente und 
Hauptnormale. 

Wir erhalten: 



dx 
dl 



{i + Wis)-^-f)c^ + {^ + <P.'is))l-^h, usw. 



Damit die Tangente der Durchdringungskurve parallel der Bi- 
normale der gegebenen Kurve sei, müssen die Bedingungen: 

bestehen. Die Elimination von 9^ aus denselben ergibt: 
Q^Vi" + 9Q'Vi + ^2 - P = 0. 
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Führen wir die durch die Integralgleichung: 

bestimmte Veränderliche %-, d. h. die Bogenlänge des sphärischen 
Bildes der Tangenten der gegebenen Kurve als unabhängige Ver- 
änderliche eiu; so erhalten wir: 

Daher nimmt unsere Differentialgleichung die Gestalt an: 

wir haben es also mit einer nichthomogenen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zu tun. Nach der Integrationsregel für eine solche 
ist zuerst das Integral der entsprechenden homogenen Differential- 
gleichung, nämlich: 

^ + 9>, = 0, 

aufzusuchen. Dasselbe wird durch die Gleichung: 

Vi = li cos 0- + Ig sin -ö* 

geliefert. Es stellt das Integral der zu lösenden Differentialgleichung 
dar, wenn g^ und Ig derart als Funktionen von s bestimmt werden, 
daß die Bedingungen: 



bestehen. 

Wir erhalten: 






li = — / 9 sin ^ d-d* = — / sind ^5, 

S2 == I QCOSd'dd' == I GOSd'dSf 



so daß: 

92 == — cosd / BiD.d'ds + sin-O- / cosd'ds. 
Die Gleichung: 

ergibt: 

9i = — sind / smd'ds — cosd / cosd'ds. 



9i = -p92' 



18* 



276 Zweiter Teil. Kurven im Baum. 

Die Gleichungen der Planevolyenten sind demnach die folgenden: 
35=1^^(5) — (asin^ + icos'9')/ sin 9'ds--(acoS'9' — Isind') 1 cosd'dSy usw. 

Da jedes der beiden hier auftretenden Integrale eine willkürliche 
Konstante; also einen Parameter, enthalt, so gehört zu jeder Baum- 
kurye eine doppelt unendliche Schar Ton Planeyolyenten, die ihrer- 
seits eine doppelt unendliche Schar Ton Parallelkurven bilden. 

Jede Raumkurye ist eine orthogonale Trajektorie ihrer Normal- 
ebenen, somit eine Planeyolyente des Ortes der Mittelpunkte ihrer 
Schmiegungskugeln. 

Die Tangente einer Planeyolyente ist parallel der 
Binormale, ihre Hauptnormale ist parallel der Haupt- 
normale, ihre B'inormale ist parallel der Tangente der 
Ausgangskurye in dem entsprechenden Punkt 

Ein Fall, in dem die in den Gleichungen der Planeyolyenten 

auftretenden Integrale sofort berechenbar sind, ist der Fall q » const, 

in welchem der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln mit 

dem Ort der Mittelpunkte der ersten Krümmung zusammen£Llli 

Setzen wir: 

1 
' - — c, 

so können wir d' gleich es nehmen. Alsdann wird: 

/ sin -d- ds = cos C5 + c^ / cos d ds = — sin es + c^, 

und es folgt: 

X = ^1(5) - a(Ci sinc5 + c^ coscs) -f U c^ coscs -|- Cj sin cs\y usw. 

Der Ort der Mittelpunkte der ersten Krümmung ist hier eine 
Planeyolyente und entspricht der Wahl c^ »= c^ = 0. 

§ 20. Euryen eines linearen Komplexes. 

Mit diesem Namen pflegt man die Kuryen zu bezeichnen, deren 
Tangenten einem linearen Komplex angehören. Bedeuten a^, /3q, ^q 
die Bichtungskosinus einer Geraden, x^ y, die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes der Geraden, so nennt man die Gesamtheit aller 
Geraden, bei denen die genannten Bestimmungsstücke einer Gleichung 
yon der Form: 

{B0 -Gy + I>)a^ + {Gx-Äz + E)ß^ -f {Ay -Bx + F)y^ « 0, 

in der Ay By (7, D, E, F Konstante bedeuten, genügen, einen linearen 
Komplex yon Geraden (ygl. § 33). Wenn die Tangenten einer Kurye 
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(x ^^ g^(s)y y == g2{s), ^ gs(s)^ einem linearen Komplex angehören, 
muß für jedes s eine Gleichung Ton der Form: 

{JBg, - Cg, + D)g; + {Cg^ - Ag, + E)g^ + {Ag, - Bg, + F)g^ - 

bestehen. Die ersten Arbeiten über Kurven eines linearen Komplexes 
dürften von S. Lie herrühren (s. ,, Geometrie der Berührungstrans- 
formationen" von S. Lie und G. Scheffers, Leipzig 1896, S. 230). 
Es folgten die Arbeit von E. Picard (Annales scientif. de FEcole 
Norm sup. 2, Bd. 6, 1877, S. 229) und eine Note von P. Appell 
(Archiv der Mathem. u. Physik, Bd. 60, 1877, S. 274). Die Bedingung, 
unter der eine Kurve eines linearen Komplexes vorliegt, ergibt sich, 
wenn man die vorige Gleichung fünfmal differenziert und die Kon- 
stanten A . . .F eliminiert. Sie wurde zuerst von E. Halphen auf- 
gestellt (Journal de TEcole polyt^chn., Cahier 47, Bd. 28, 1880, S. 6) 
und enthält die Ableitungen der Koordinaten bis zur sechsten Ordnung 
einschließlich. Wir werden unter Anwendung der Freuet sehen 
Formeln zeigen, daß man zur Entscheidung darüber, ob die Tangenten 
einer Kurve einem linearen Komplex angehören oder nicht, nur die 
Ableitungen der Koordinaten bis zur fünften Ordnung einschließlich 
nötig hat. Wir differenzieren die Ausgangsgleichung zweimal nach s 
und erhalten das System: 

(Bg,-Cg, + D)a + (Cg,-Ag, + E)ß +(Ag,--Bg, + F)Y ^0, 

{Bg,-Cg, + D)l+(Gg,--Ag^ + E)m + {Ag,^Bg^ + F)n=^0, 

(Bg,-Cg, + D)X + {Cg,-Ag, + E)ii + {Ag,-Bg, + F)v 

^r(AX + Bii + Cv) 
oder: 

Sg^ -Gg^ + D^ rX(Al + Bii+ Gv\ 

(1) Gg^-Ag^+E^riLiAX^-BiL-^Gv), 
Ag,-Bg^ + F=rv(AX + Bii + Gv). 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit A, B,G 
und addieren sie, so folgt: 

(2) AD + BE+GF^ r{AX + B^ + Gvy. 

Wenn AD + BE + GF gleich Null ist, so nennt man den 
Komplex einen speziellen. Ein solcher besteht aus den sämtlichen 
Treffgeraden einer festen Geraden. Jede ebene Kurve ist eine Kurve 
von allen speziellen Komplexen, bei denen die feste Gerade (Achse) 
in der Ebene der Kurve liegt. Eine nicht ebene Kurve kann nicht 
eine Kurve eines speziellen Komplexes sein. Denn die Gleichung: 

AX + Bii+Gv^O 
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zöge hier die Gleichimg: 

Äl + Bm + Cn---0 
sowie: 

Äa + Bß + CyO 

nach sich, so daß Ä, B, C zugleich verschwinden müßten. Dann 
würde sich die Ausgangsgleichung auf 

beschränken, aus der durch Integration: 

Dg^ + Eg^ + Fg^ « const 

hervorgeht, wonach die Kurve entgegen der Voraussetzung eine ebene 
Kurve wäre. 

Wir müssen also die Zahl AD + BE + GF als von Null ver- 
schieden betrachten. Dann können die Ausdrücke: 

Bg,-Cg, + D, Cg,-Äg, + E, Äg,-Bg^ + F 

nicht zugleich verschwinden, und aus den Gleichungen (1) folgt: 

X: ii: V ^ Bg^ - Cg^ + D : Cg,-Äg, + E :Äg,-Bg^ + F. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar der Liesche Satz, daß alle 
durch denselben Punkt gehenden Kurven ein und desselben 
Komplexes in diesem Punkt dieselbe Schmiegungsebene 
besitzen. 

Die Gleichung (2) zeigt sodann den weiteren Lieschen Satz, 
daß alle durch denselben Punkt gehenden Kurven ein und 
desselben Komplexes in diesem Punkt dieselbe zweite 
Krümmung besitzen. 

Wir können dies auch direkt zeigen, indem wir aus dem 
System (1) die Folgerung: 

2J(Bg, - Cg, + Bf = r\AX + £ft + Gv)^ 

ziehen, aus der sich mittels der Gleichung (2): 

ergibt. DieserAusdruck von r lehrt, daß die zweite Krümmung einer 
Komplexkurve an einem im Endlichen liegenden Punkt auch 
stets einen endlichen, von Null verschiedenen Wert besitzt. 
Um die gesuchte Bedingung abzuleiten, setzen wir: 

Aa + Bß + Gy^ S^, 

AI +Bm+Gn^S^, 
AX + Bfi +Gv = S.^. 
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Differenzieren wir die Gleichungen (1) nach s, so folgt: 

Br-Cß^^^XS, + lS^+k8,, usf. 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit Xy fi, v 
und addieren sie^ so findet sich: 

folglich: 

oder: 

5.(^"-g-|)-f«.-0. 

Unter Berücksichtigung der Gleichungen: 

8,' + S,' + 8,' = Ä* + B* + C*, 

ÄD + BE+GF==r8s^ 
ergibt sich: 

^. + £. + c. - i^i??±£?| 1 + ^- + ^ (,» - ^J - !)■). 

Die gesuchte Bedingung besteht also dariu; daß der 

einer von Null verschiedenen Konstanten gleich sein muß. 
Um eine Form unserer Bedingung zu erhalten, die der Halphen- 
schen entspricht^ setzen wir die Ableitung des obigen Ausdruckes 
gleich Null. Zur Abkürzung werde: 



Ausdruck: , „., , , „,, ^ 



/« 2 

27 "" 7 == ^ 



genommen. Man hat dann: 



<hB 



r'G 



ds 2r 

und die gesuchte Ableitung nimmt die Gestalt an: 



"27^ +?+T""27J* 



Würde 6 verschwinden, so müßte S^ verschwinden, und das ist 
nur bei einer ebenen Kurve möglich. Wir können somit die 
Bedingung, unter der die Tangenten einer Kurve einem 
linearen Komplex angehören, auch in der Form: 



aussprechen. 
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Ist diese Bedingung erfüllt, so läßt sich der lineare Komplex^ 
dem die Tangenten der Knrve angehören, leicht bestimmen. 
Wir setzen: 







r ^ 4r ^ 4r 


1 


jetzt 
Aus 


Ä; eine Konstante bedeutet, 
den Gleichongen: 

Äa + Bß + Cy 


St, 






Äl + Bm+ Cn='- 


- - St, 

ga 1' 


.1 . 




AX-\-Bii, + Gv= 


Q6 1 


;l: 




A Qua 


-i'l + U 



yÄ* + B* + C* " 2-1/7 



yA^ + B^ + C^ 



'Vi 



Die Gleichungen (1) liefern jetzt unmittelbar die Werte Ton 
^ ^ und ^ 



yA^ + B^ + G* yA^ + B^ + C^ yA'^ + B^+C^ 

Damit ist der gesuchte lineare Komplex völlig bestimmt, denn er 
ändert sich nicht, wenn die Zahlen Ä. . . F mit einem Faktor multi- 
pliziert werden. 

Das einfachste Beispiel von Kurven eines linearen Komplexes 
bieten die gewöhnlichen Schraubenlinien dar. Hier ist sowohl q wie r 
konstant, also auch 6, Nehmen wir als Gleichungen einer gewöhn- 
lichen Schraubenlinie die folgenden: 

X =p cos ty y =^p sin t, is = qty 
so ergibt sich: 

Sowohl A wie B verschwinden. Man darf daher G gleich Eins 
nehmen. Dann folgt: 

D-0, E^Q, F=Jc. 

Ein weiteres Beispiel liefern die algebraischen Raumkurven dritter 
Ordnung. Indem wir in betreff des allgemeinen Beweises dieser Be- 
hauptung auf die Darstellung in den „Vorlesungen über Geometrie 
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unter besonderer Benutzung der Vortrage von A. Clebsch, be- 
arbeitet Yon F. Lindemann, Bd. 2, Teil 1, Leipzig 1891, 8. 242'' 
verweisen, betrachten wir die besondere Kurve dritter Ordnung, die 
durch die Gleichungen: 

^-h y-2' ^"6 

dargestellt wird. Wenn die Bogenlänge der Kurve als mit wachsendem i 
wachsend angesehen wird, ergibt sich: 

da , . <« 



1 


dt 
ß 

m 


- 


^ 2' 
t 

-1' 

t 


r 

n 

V 


- 


t* 

2 

t 


1 






>4' 



k 1. 



,_(!+<)■, ,_-(x+Ly. ._^ 

Weiter folgt, wie vorhin: 
^«0, B«0, (7«1, 2) = 0, j&=0, J'^-l-Ä. 

Die betrachtete Kurve hat infolge der Gleichung -?- = — 1 die 

Eigenschaft^ eine isogonale Trajektorie der Erzeugenden eines Zylinders 
zu sein. Die Bichtungskosinus dieser Erzeugenden, oder mit anderen 
Worten, die Bichtungskosinus der rektifizierenden Kanten der Kurve 
sind: 

Y2 V2 

Führen wir ein u, v, w-System mit Hilfe der Gleichungen: 

x—z x+z 

1/2 ' ^ ' V2 

ein, so werden die Gleichungen der Kurve die folgenden: 
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Die Gleicbimgen der Pilarevolventen der Kurve sind: 

i-i' 

"• 2 

T 

M?l = -7=' 
^ Y2 

Diese Filarevolventen sind die Evolventen der senkrechten Pro- 
jektion der Kurve auf die U; v- Ebene, somit die Evolventen der dnrcli 
die Gleichung: 

dargestellten Kurve dritter Ordnung. 

§ 21. Eine rntersnchnng yon O. Eoenigs. 

Die Aufgabe, einer gegebenen Kurve eine zweite so 
zuzuordnen, daß 1. jedem Punkt (P) der ersten ein 
Punkt (Pi) der zweiten entspricht, und 2. der Punkt (P^) 
in der zu (P) gehörenden Schmiegungsebene der ersten 
Kurve, der Punkt (P) in der zu (PJ gehörenden Schmie- 
gungsebene der zweiten Kurve liegt, ist von G. Koenigs 
gelöst worden (American Journal of Mathematics, Bd. 19, 1897, 8.259)^ 
und zwar unter Anwendung homogener Koordinaten. Wir wollen 
die Lösung unserer Aufgabe mit rechtwinkligen Koordinaten durch- 
führen, damit die Bolle, welche hier die beiden Krümmungen der 
gegebenen Kurve spielen, berücksichtigt werde; wir bemerken aber 
ausdrücklich, daß die Überwindung der in der Aufgabe liegenden 
Schwierigkeit von G. Koenigs herrührt. 

Zunächst haben wir eine Hilfsbetrachtung nötig, um die vierten 
Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenlänge durch die drei 
ersten auszudrücken. Aus der Gleichung: 

d^x^ l 
ds* Q 
folgt: 

d^x " I 7 ^ ^ 



ds^ p* ds gr 



d^ 
ds' 
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Drücken wir hierin a^ l, X durch die drei ersten Ableitungen 
von X nach s aus, so ergibt sich eine Beziehung von der Form: 



wo: 

9 P = £l 4- 

2r 






Q Qr 

Verstehen wir nun unter ^^ und ^ zwei Funktionen von 5, so 
stellen die Gleichungen: 

i- i ^ dx . , d*x 

die Koordinaten einer Kurve dar, bei welcher der zu 5 gehörende Punkt 
in der Schmiegungsebene des zu 5 gehörenden Punktes (x, y, z) der 
gegebenen Kurve liegt. Soll der Punkt (x^ y, d) in der zu dem Punkte 
(S? ^7 5) gehörenden Schmiegungsebene der zweiten Kurve liegen, so 
muß es zwei Funktionen x^ und t^ von s derart geben, daß: 

Setzen wir hierin den obigen Ausdruck für | ein, so folgt: 

d^ oc • • i2«t7 d^x d^x 

Aber ^-^ ist, wie wir sahen, linear und homogen in ^; j-^9 ^• 

Da die vorige Gleichung besteht, wenn x durch y oder ;8? ersetzt wird, 

so müssen, nachdem j-j durch ^? ^-,7 v-y ausgedrückt ist, die Koeffi- 

zienten von -j-t ^-j» j-j verschwinden. Dies liefert die Gleichungen: 
t^ + *i(l +^/) + Tj<i" - 4P,r,fj = 0, 
h + ^i(<i + ti) + ^2(1 + 2<i' + <»") - QP^r^h = 0, . 
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Die Elimination von t^ und t^ ^^gi^^* 

- ^<,(1 + 2t^' + 1," - 6P,t,) - 0, 
oder, da das Glied — ^^(1 + V) zweimal auftritt: 

t,\t," - 4P,t,) - 1,{\ + «,') {2t, + 2V -4.P,t,) 

Wir führen nan eine Hilfsfunktion x von s ein, welche dnrcli 
die Differentialgleichnng: 

definiert sei. Dann ergibt sich: 

</ + «,"-2P,% + 4P,%-4P,Jf,-2P,<, + (J)\ + J<,-^J^^. 

(<i + V)(^i + 2V-4Pig - - 2P,t,t,^^{t,t,-4:P,t^) + 2(J)V, 

somit: 

kih + V) Ä + 2V - 4P,«,) - tMi + V) 

=«,v(-2P.'-4P,«+(jy+q^^). 

Da: 

-<,(l + V)(2<i + 2/,'-4Pi<,) = 2(l + 07<»S 
80 nimmt nnsere Bedingung die Form an: 

V'-4P,<. + 2(l+O7-2PAx-4PÄ+(j')\ + ^r<,+6P,<,-0. 

Setzt man jetzt: 

2^-^^ + 2r, 
oder: 

2^=.(<,J + V + 2)t, 
so folgt: 

2^-(v' + 2(l + 0^ + (J)^ + ^^)*, 

wodurch unsere Bedingung in: 

^' - 2P^t^x - (P/ + 2Pi« - ^P;)t^x - 
übergeht. Aber: 



t^x =- 2Pif2T - 



dUt 



ds ' 
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folglich: 

Unter Benutzung der für P^, Pg, P3 aufgestellten Ausdrücke 

findet man: 

ap _P'-.opS:«,J JL/r" — ^ — ~V 

ör^-r^ ^A ==2^« 4rV 2r r) 

Der Ausdruck: 

' 2r r 
werde, wie früher S, 279, mit bezeichnet Ferner folgt: 

(P,'+ 2P,^ - 3P,)2P, + 2P3 - (.(j?:^ + 3^) - ^ + j^. 

3i + 47 l^ + ?" + T "" 27 j • 

Wenn wir also: 

^ + ?■ + T "■ 27 "" ^1 
setzen, gewinnt unsere Bedingung die Gestalt: 

^^^ V 55^ + 47/ ^2 "^ + I2? " Vr) -dT 

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erstens: <^i = 0, d« h. die Tangenten der Kurve gehören einem 
linearen Komplex an. Hier setzen wir t^r gleich einer willkürlich 
gewählten Funktion von s, etwa J7(s), und erhalten: 

t^x = 2Pi?7- V\ - X - |(2Pi'[7 + 2Pi?7' - CT") - -ö-, 

SO daß t^ und t^ mit Hilfe der willkürlich zu wählenden Funktion TJ 
dargestellt sind. 

Zweitens: (J^^O. Hier bezeichnen wir wieder eine willkürlich 
gewählte Funktion mit U{s) und setzen: 

, 4r dü{8) 

taX ^ ji • 

* öj ds 

Dann folgt: 
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SP^rü' d ßrü' 



^' — c, — ds[-^y- 

. d ( P,rU\ d^ (rV\ 



— X 

woraus sich t^ und ^ nnmittelbar bestimmen lassen. 

So wichtig das in den vorstehenden Formebi ausgedrückte 
Koenigssche Ergebnis an sich ist, indem es einerseits zeigt, daß 
die Lösung unserer Aufgabe keine Integrationen erfordert, nnd 
anderseits, daß der umstand, ob die Tangenten der gegebenen Kurve 
einem Jinearen Komplex angehören oder nicht, von Einfluß auf die 
Lösung ist, dürfen wir uns doch nicht die geringe Brauchbarkeit der 
Lösung verhehlen, wenn die Aufgabe durch weitere Forderungen 
eingeschränkt wird, wie z. B. die der ünveränderlichkeit des Abstandes 
der Punkte {xj y, z) und (|, iy, g), oder des Winkels, den dieser Ab- 
stand mit der Hauptnormale der gegebenen Kurve bildet. Einen 
Fall, in dem die Koenigsschen Formeln zum Ziele führen, werden 
wir im folgenden Paragraphen kennen lernen. 

§ 22. Bertrandsche Kurven. 

J. Bertrand kam bei Gelegenheit einer flächentheoretischen 
Untersuchung auf die Frage, unter welchen Umständen die 
Hauptnormalen einer Kurve zugleich die Hauptnormalen 
einer zweiten Kurve sein können (Journal de Mathematiques, 
Bd. 15, 1850, S. 343). Er fand unter Benutzung fläehentheoretischer 
Hilfsmittel, daß der fragliche Fall nur eintreten kann, wenn die erste 
und zweite Krümmung einer Kurve durch eine Beziehung von der 
Form: 

^ + ^-1 
9 r 

verbunden sind, in der u und v Konstante bedeuten. Die zweite 
Kurve wird dann durch die Gleichungen: 

l=^x-\- uly rj = y + um, i^ z + un 

festgelegt. 

Wir leiten diesen Satz zuerst mit Hilfe der im vorigen Para- 
graphen gefundenen Formeln ab. Soll der Punkt (|, i?, 5) »iif der 
zum Funkt (x, j/, z) gehörenden Hauptnormale liegen, so muß t^ 
gleich Null sein. Damit die Yerbindungsstrecke zwischen beiden 
Punkten in der Hauptnormale der zugeordneten Kurve liege, muß 
die Tangente der zugeordneten Kurve senkrecht zu der Verbindungs- 
strecke sein, d. h. 
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Nun ist: • 

ds 



somit: 



ds Q ^ \9* Q QrJ 



Die Gleichung: 



^i ds Q ds ^ 9* 



ds ^ Q 



ergibt: 

wo u eine Konstante bedeutet. 

Die in den Koenigsschen Formeln auftretende Funktion ü(s) 
muß derartig bestimmt werden, daß die Gleichungen ^^ = und t2 = UQ 
erfüllt sind. Wir führen dies nur unter der Voraussetzung (^i^O 
durch; da der Fall (y^ = ganz entsprechend behandelt werden kann. 
Die Bedingung ^^ = ergibt: 



\q ' 2r/ ffi ds\ öl / 



Es sei £ gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem r positiv oder 
negativ ausfällt. Dann liefert die Integration der vorstehenden 
Gleichung: ^^, 

— r^CQYsr, 

wo. c eine Konstante bedeutet. Da r gleich d' wird, so ergibt die 
Gleichung für i^r: 



oder: 



wp 1(2^ - ^) 4:CQ}/Br + Ü+ const. j = Ac^Yer, 
(2?-^.)*^9l^^"^ + ^+ const. -^V^ = 0. 



Differenziert man diese Gleichung nach s und setzt für 17' den 
obigen, für 6^^ den S. 285 angegebenen Ausdruck ein, so folgt nach 
einigen Vereinfachungen: 



oder: 

d.h. 

oder: 



-^ 


r? ur ' 


u 


pr'-rp' 


r __ 


— + const.. 


u 
9 


+ 7->' 



wenn v eine Konstante bedeutet. 
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Um dies ErgebiiiB ohne Benntznng der Koenigs sehen Formeln 
abzuleiten^ stellen wir eine die Hauptnormalen der angenommenen 
Kurve schneidende Kurve durch die Gleichungen dar: 

Dann ist: 

ds ^ ds \p ' r/ 

Damit die Tangente der zweiten Kurre senkrecht zur Haupt- 
normale der ersten sei; muß u konstant sein. Die Bogenlänge der 
zweiten Kurve bezeichnen wir mit o und erhalten weiter, wenn sie 
als mit wachsendem s wachsend betrachtet wird: 



ds 






d6 






dö« 



i('-i)+."r 



Damit die Hauptnormale der zweiten Kurve mit der der ersten 
zusammenfalle; müssen die Koeffizienten von a und X in dieser 

Gleichung verschwinden. Der Koeffizient von a im Zähler von ^ 
ist gleich: 

der von X ist gleich: 

(l-|)"|('-7)? + l?^)> 

daher: 
oder: 

Die Integration dieser Gleichung ergibt: 

r = u — h V, 
oder: 

«+£ = : 

6 r 
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wo V eine Konstaute bedeutet. Ist diese Bedingung erfüllt^ und ist 
€ gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem r ^ 0, so folgt: 

d^ va — uX d*§ _ vr — UQ ■, 

Die Richtungskosinus der Tangente ^ der Haupt- und Binormale 
der Kurve (|, ri, g) sollen mit a^, ß^^ y^; ij, w^ n^] A^, ^, v^ bezeichnet 

werden, ihre erste und zweite Krümmung mit — ; — 

Wenn nun «j gleich + 1 oder gleich — 1 ist, je nachdem vr — uq 
positiv oder negativ ausfällt, so wird: 

va — uX 7 , - ua-{-vX 

1 vr — UQ 1 r 



^1 ^ 9(w*-|-v*) r^ u*-\-v* 

Aus diesen Gleichungen folgt der P. Serretsche Satz, daß ent- 
sprechende Tangenten und entsprechende Schmiegungs- 
ebenen beider Kurven einen konstanten Winkel miteinander 
bilden (Theorie nouvelle geometrique et mecanique des lignes ä double 
courbure, Paris 1860, S. 109), femer der Schellsche Satz, daß das 
Produkt der zweiten Krümmungen beider Kurven konstant 
ist (Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung. Leipzig, 
1. Aufl. 1859, S. 76, 2. Aufl. 1898, S. 110), endlich der A. Mann- 
heimsche Satz, daß das Doppelverhältnis entsprechender 
Punkte beider Kurven und der zugehörigen Mittelpunkte 
der ersten Krümmungen konstant ist (Gomptes rendus de TAcad. 
des sciences, Paris 1877, Bd. 85, S. 212). Zum Beweise des letzteren 
Satzes bemerken wir, daß man für die Koordinaten des Mittelpunktes 
der ersten Krümmung der Kurve (|, iy, g) die Gleichungen hat: 

, , v(ur^\-VQ)^ 

xJ ^x + — — ' — - L USW. 

Das fragliche Doppelverhältnis wird daher gleich: 

Q v{ur-\-VQ) — u(vr — UQ) u^-\-v* 



-} 



Q—u v{ur-\-VQ) 

da: 

Die Kurven von konstanter erster Krümmung gehören zu den 
Bertrandschen Kurven und entsprechen der Festsetzung v =» 0. 
Eine Kurve von konstanter zweiter Krümmung gehört, da u nicht 
verschwinden kann, nur dann zu den Bertrandschen Kurven, wenn 
auch die erste Krümmung konstant ist. Die Kurve ist in diesem 
Falle eine gewöhnliche Schraubenlinie. 

T. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 19 
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§ 23. Ilntersnchnngen yon 8. Lle und L. Bianchi. 
Karyen yon konstanter erster oder zweiter Eriimmnng. 

S. Lie hat im fünften Band des Arcliiy for Mathematik og 
Naturvideskab, Christiania 1881, S. 329, ein Verfahren angegeben, 
mit Hilfe dessen aus einer Enrye yon konstanter zweiter Krümmung 
andere Euryen mit derselben Eigenschaft abgeleitet werden können. Im 
Anschluß hieran yeröffentlichte L. Bianchi im Giomale di Matematiche, 
Bd. 21, 1883, S. 222, ein Verfahren zur Bestimmung von Kuryen 
konstanter erster oder zweiter So'ümmung. Wir folgen der Dar- 
stellung Bianchis, nehmen aber diejenigen Änderungen yor, die 
durch unsere Festsetzungen, daß q> und: 



a 


ß 


y 


l 


m 


n 


X 


l^ 


V 



sei, bedingt sind. 

Um den Lieschen Satz abzuleiten, denken wir uns eine Kurye 
durch die Gleichungen: 

I = a: + r(acos'9' + Zsin-Ö*), iy •=» y + r(/3coS'9' + msin-d-), 

£ = ;8? + r (y cos -d- + w sin d) 

bestimmt, in denen %' eine willkürlich gewählte Funktion yon s bedeutet. 
Der dem Punkte {x, y, z) entsprechende Punkt (|, % g) liegt in der zu 
dem Wert s gehörenden Schmiegungsebene der gegebenen Kurye. 
Sein Abstand yom Punkt {x, y, z) ist gleich dem absoluten Werte 
yon r, und der Winkel dieses Abstandes mit der zu s gehörenden 
Hauptnormale der Kurye {x, y, z) ist gleich ^. 

Wir betrachten r als konstant und bezeichnen die Bogenlänge 
der Kurye (|, ly, Q niit 6, Dann ergibt sich: 

siii^\2 






Setzen wir fest, daß 6 mit s wachsen soll, und bestimmen %• mit 
Hilfe der Differentialgleichung: 

so werden die Bogenlängen beider Kurven zwischen entsprechenden 
Punkten einander gleich. Wir können daher 6 gleich s nehmen und 
erhalten: 

j^ = a cos* -d- + Z sin -d- cos -Ö" — A sin d*, 



ds* 



= ( ^—\ (a sin -Ö" cos -ö" + ^ sin* -d* + ^ cos d). 
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Die Richtungskosinus der Tangente^ der Haupt- bzw. Binormale 
der Kurve (§> 17^ S) seien cc^jß^^yi] ^17^19^19 ^>fh;^i; ^^ ®^ste uhd 
zweite Krümmung werde mit —} — bezeichnet. Ist Sq gleich + 1 oder 
gleich — 1, je nachdem der Ausdruck: 

7 r 

positiv oder negativ ausföllt^ so ergibt sich^ da q^ positiv sein muß: 
«1 = acos^-ö" + Zsiu'ö'COS'd' — Asin-Ö-, 
l^ a «^(asin'd'cos'ö' + Zsin'-Ö" + Acos-Ö*), 
X^ =- «^(asin'd' — icos-ö*), 
1 /l 2 8in^\ 



1 /l 2sina'\ 

^ = «0(7 — —)' 



die zweite Krümmung der abgeleiteten Kurve ist also gleich 
der der Ausgangskurve. 

In betreff der Differentialgleichung: 

— __ Bina* i }_ r\ 

da r "*" p "^ 

sei hervorgehoben, daß sie durch die Substitution ig— = %'^ in eine 

Riccatische Differentialgleichung übergeht. Sie kann also durch 
Quadraturen integriert werden, falls man ein partikulares Integral 
von ihr kennt. 

An den dargelegten Satz von Lie knüpfte Bianchi die folgende 
Bemerkung: 

Ordnet man' einer beliebigen Kurve, die also auch eine 
veränderliche zweite Krümmung besitzen kann, durch die Glei- 
chungen: 

eine neue Kurve zu, so hat die letztere mit der Aus- 
gangskurve die Bogenlänge gemein, aber auch, falls ^(s) 
der Differentialgleichung: 

ds Q r 

genügt, die zweite Krümmung. 

Diese Zuordnung ist auch dann möglich, wenn die Ausgangs- 
kurve durch eine gerade Linie vertreten wird. Die erste Krümmung 
ist dann als gleich Null zu betrachten. Die Binormalen sind als 
nach einem beliebigen Gesetz aufeinanderfolgende, die Ausgangsgerade 
senkrecht schneidende Geraden zu betrachten. Bedeutet also (p(s) 

19* 
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eine willkürlicli angenommene Funktion von s, wahrend die Ausgangs- 
gSrade mit der is- Achse zusammenfällt^ so ist: 

a « 0, /J « 0, y - 1, 

Z = + sin 9, m =» — cosy, w = 0, 

A — cos 9, fi = sin 9, V = 

zu setzen. Die Frenetsche Formel: 

dX ^l 
da r 
ergibt: 

7 Vi»)' 



Die Bedingung für d" nimmt die Gestalt an: 

d9- 

sind' 



4^ + <p'(s)ds-0, 



oder: 

tgj-e-'Pi'). 

Daraus folgt: 

sin '9'=- —} cos '9' = r-^- 

C08»9> costg) 

Die Gleichungen der zugeordneten Kurve besitzen die Gestalt: 

u /*— t sintqp sinqp — cosiqpcosqp , /» sin tqp cos qp— cosiqp sinqp , 

' "~^ C0B*iqp ' ^ ~~^ cos** 9 ' 

Da cosiy beständig positiv ist, wird £(, gleich +1 oder —1, je 
nachdem ^'(s) positiv oder negativ ist. Die erste Krümmung der 
Kurve (|, rj, g) ist gleich: 

cos i 9(5) 

die zweite gleich — ^'(s). 

Wollen wir auf diesem Wege eine Kurve mit konstanter zweiter 
Krümmung erhalten, so ist: 

zu setzen, wo R und t Konstanten bedeuten. Für r «= ergibt sich: 

8 8 

sin^ cos-^ 

cos-g. cos^ 



§ 24. Geometrisclie Bedentong von -^ nnd r. 293 



8 



Die Entwicklung von g beginnt mit dem Gliede g-^; mit 

wachsendem s wachst also auch g. Die den verschiedenen Werten 
von r entsprechenden Kurven werden durch Drehung der Kurve 
tr =» um die ;sr- Achse erhalten. Die so entstehende ümdrehungs* 
fläche ist die Rotationsfläche der Traktrix. Bei positivem i2 windet 
sich die Kurve r *= von der positiven y- Achse nach der negativen 
07* Achse hin um die ^- Achse hinauf^ bei negativem B von der 
negativen j/- Achse nach der negativen o:- Achse hin^ so daß zwei 
Typen von Kurven mit konstanter zweiter Krümmung gefunden sind. 
Eine weitere Bemerkung Bianchis führt zur Bestimmung 
von Kurven mit konstanter erster Krümmung. Ordnet man 
einer gegebenen Kurve mittels der Gleichungen: 

l^ixdSy ri^lfids, i^jvds 

eine zweite zu und nimmt s gleich +1 oder —1, je nachdem r^O, 
so ist offenbar — die erste Krümmung und die zweite Krümmung 

der zugeordneten Kurve. Auf diese Weise wird aus einer Kurve 
von konstanter zweiter Krümmung eine solche von konstanter erster 
Krümmung erhalten. 

Wir weisen noch auf die Aufgabe hin, das Bianchische Ver- 
fahren zur Auffindung von B er tr and sehen Kurven zu verwenden. 

§ 24. Geometrische Bedeutung von ^ nnd r* 

1. Wir legen durch die Punkte einer Hauptnormale, die zu einem 
gewöhnlichen Punkte der Kurve {x^g^{8), y^^g^is), z^g^{sfj gehöre, 
Ebenen, die zu ihr senkrecht sind. Eine solche Ebene hat die 
Gleichunsc: 

Soll der zu dem Werte s + J$ gehörende Kurvenpunkt in dieser 
Ebene liegen, so muß: 

sein, oder: 

Hieraus geht hervor, daß für ein absolut genommen hinreichend 
kleines Js die Zahl t positiv ausfällt, und daß für ein hinreichend 
kleines r zwei Werte von Js vorhanden sind, die sich aus der Ent- 
wicklung: 
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ergeben, je nachdem |/t als positive oder als negative Zahl betrachtet 
wird. Der Wert von ^8 bei positivem Yx sei J^Sj der bei nega- 
tivem yx sei J^s. Der Mittelpunkt der Sehne, welche die zu den 
Werten 8 + J^s und s+^^s gehörenden Kurvenpunkte miteinander 
verbindet, besitze die Koordinaten x^y y^j z^. Dann ergibt sich: 

iTo •= rc + (3^ 57« + i) t^ +• • •* usw. 

Hierdurch ist eine Kurve festgelegt. Die dem Grrenzwert r = 
entsprechende Tangente dieser Kurve berührt im Punkte {Xy y, z), 
Sie liegt in der zu s gehörenden Schmiegungsebene und bildet mit 

der Hauptnormale einen Winkel, dessen Tangente gleich j^ ist. 

Dieser Satz entspricht bei einer Raumkurve dem S. 61 für eine 
ebene Kurve bewiesenen Satze. 

2. de Saint-Venant hat im Journal de Tecole polytechnique 
Bd. 18, cah. 30, Paris 1845, S. 54 eine geometrische Bedeutung der 
zweiten Krümmung einer Baumkurve angegeben, die wir genauer 
untersuchen wollen. 

Wir betrachten einen gewöhnlichen Kurvenpunkt {x^g^{s\ 
y =» gi{s)y z = 5^3(5)) und tragen von ihm aus auf der positiven Halb- 
tangente die Strecke q ab. Durch den erhaltenen Punkt {x^=^g^-\''qay 
y=^2 + pA ^^'fl's + py) legen wir eine zur Tangente (a, /S, y) senk- 
rechte Ebene. Dieselbe schneidet die Tangentenfläche unserer Kurve 
in einer ebenen Kurve, für welche der zu s gehörende Krümmungs- 
mittelpunkt bestimmt werden soll. 

Die Gleichungen der zu (5 + z/s) gehörenden Kurventangente sind: 

I == a: + ^x + T(a +z/a), usw. 
Damit der Punkt (^, % S) in unserer Ebene liege, muß: 

sein. Dies ergibt: 

2](^Jx — pa + t(a + Ja))a = 0, 



oder: 



Die Zahl r ändert sich mit ^s. Wir setzen demgemäß: 

T = p + riz^5 + Jz/s^-f-'- 
Die vorletzte Gleichung ergibt dann: 

Ti = - 1, Tg = -. 
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Hiermit erhält man: 

Wir ziehen in unserer Ebene durch den Punkt (ßi+ Qcc, . . ,) 

eine Parallele zu der zu s gehörenden Hauptnormale und nehmen 

sie zur te- Achse, ebenso eine Parallele zur Binormale und nehmen 

' sie zur t;- Achse. Dann sind die Gleichungen des Schnittes hinsichtlich 

des Uy t?- Systems die folgenden: 

' 2 Vp Q dsj ' 2r 

Die Koordinaten des zu z/s = gehörenden Kjümmungsmittel- 
punktes der Schnittkurve sind somit: 

w =» 0, t; = — r. 

Sowohl dieses Ergebnis, wie manche ähnliche geometrische Be- 
deutung von Q und r, erhält erst durch flächentheoretische Betrach- 
tungen seine richtige Beleuchtung. 

IV. Kinematische Betrachtungen. 

§ 25. Transformation rechtwinkliger Koordinaten. 
Allgemeines. Schiebung. 

Gehen wir von einem Punkte P einer ebenen Kurve zu einem 
zweiten Punkt P' der Kurve über, so läßt sich, wie wir im § 3 S. 11 
sahen, die in P berührende Tangente der Kurve durch eine Drehung 
der Ebene der Kurve in die in P' berührende Tangente überführen. 
Diese Drehung vollzieht sich um einen Punkt herum, der, wenn das 
Bogenstück FF^ in den Punkt P zusammenschrumpft, in eine Grenz- 
lage gelangt, in welcher er der zu P gehörende Drehungsmittelpunkt 
der Kurve genannt wurde. Können wir eine ähnliche Betrachtung 
bei einer Eaumkurve durchführen? Da zeigt eine eingehendere Unter- 
suchung, daß die nächstliegende Aufgabe darin besteht, die einfachste 
Bewegung des Raumes zu bestimmen, welche das zum Punkte P der 
Raumkurve gehörende Dreikant der Tangente, Haupt- und Binormale 
in diejenige Lage überführt, welche das zum Punkte P' der Kurve 
gehörende entsprechende Dreikant vor der Bewegung innehatte. 

Um diese Aufgabe zu lösen, nehmen wir zunächst außer dem 
System der x, y, ;ef- Achse ein zweites rechtwinkliges System, das der 
§, ri, g- Achse, an und fragen, ob es möglich ist, das erste System so 
zu bewegen, daß die positiven Teile der x, y, ^-Achse bezüglich in 
die Lage der positiven Teile der |, i^, g- Achse gelangen. 
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(1) 



(2) 



Die Richtungskosinus der positiven |- Achse seien a^, ß^^ y^; ■ die 
der positiven ly-Achse seien Oj, jUg, y^] die der positiven g- Achse 
seien cc^, ßz, y^* Zwischen diesen neun Richtungskosinus bestehen 
zunächst die Beziehungen: 

«2* + ß»' + y»' - 1, 
«8* + ßs' + n' = 1, 

"i«i + ßiß» + yiYi'=o, 
«8«8 + AiA + y87'j = o, 

y«i«i + ßißi+Yan=-0. 

Die Eosinas der Winkel, welche die positive ^-Aclise mit der 
positiren |, rj, g-Achse bildet, sind a^, a^, a,; ebenso sind die Bichtnngs- 
kosinus der positiven j^-Achse bzw. £!-Aohse hinsichtlich des 
I, ij, g- Systems ß^, ß^, ßt bzw. y^ yj, y,. Wir haben daher anch: 

«ißi + a^ßi+a^ßi^O, 

ßiri + ßiy2 + ß,y»-o, 
ri«i + rs«i + ?»«» = 0- 

Bezeichnen wir mit s einen Proportionalitätsfaktor, so ergibt 
sich aus der vierten und sechsten Gleichung des Systems (1): 

f «i = (ftyg - ß^y^), Bßi = (y^ttg - y,«,), «y^ = (og/Jj - ft a,). 

Aber: 

{ßiYi - ßzY^y + {yi<^ - 7i<f + K/Öj - ßi^f 

= W + A* + Yt') («8* + ßz' + n") - («»«8 + AA + y^y«)' = 1, 

somit ist e' gleich Eins. Ebenso zeigen die für a^, ß^, y^ ge- 
fundenen öleichongen, daß die Determinante: 

«1 ^1 7i 
«i ^2 Yi 

«8 ßt Yi 

den Wert e besitzt. 

Die vierte und fünfte der Gleichungen (1) ergeben: 

«'«« = {Yißz - ßiYs)> ^'ßi - («1^8 - Yi "&)> ^Y% = (/*ia8 ■ 
Hiemach ist unsere Determinante gleich a', so daß £ = t'. 



■'hßs)' 
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Endlich ergibt die fünfte und sechste der Gleichungen (1): 



« «o 



X 


y 


e 1 


a 


h 


c 1 


a + a^ 


h + ß. 


e + r, 1 


a + «s 


i + ßs 


o + rz 1 



Auf Grund dieser Beziehungen erhält obige Determinante den 
Wert «", so daß «" = s. 

Wir bestimmen nun die geometrische Bedeutung der Zahl s. 

Der Schnittpunkt 0^ der |; tj, g- Achse besitze die Koordinaten 
a, b, c. Mit Pj, Pg, Pj bezeichnen wir die Punkte, welche im Ab- 
stände Eins von 0^ airf der positiven |, rj, g- Achse liegen. 

Die durch 0^, Pg, Pg gelegte Ebene hat die Gleichung: 



= 0. 



Diese Gleichung befindet sich in der Normalform der Gleichung 
einer Ebene; denn die Koeffizienten von x, y, z sind der Reihe nach 
gleich ha^y sß^, sy^] sie besitzen also die Quadratsumme Eins. Wenn 
wir statt x, y, z der Reihe nach a + «i; & + i^i, c + y^ setzen, so 
geht die obige Determinante in: 

«1 ßi 7i 
a h c \ 

«2 ft ^2 

«3 ßz Yz 
oder in: 

^i ßi Yi 

«2 ßi Yi 

«3 ßs Ys 

d. h. in fi über. Es bedeutet also s die positiv oder negativ ge- 
nommene Maßzahl des senkrechten Abstandes des Punktes P^^ von 
der Ebene O^P^P^, je nachdem Pj auf der einen oder anderen Seite 
dieser Ebene liegt. Nun können wir das Tetraeder O^P^P^Ps so 
bewegen, daß 0^ in den Koordinatenanfangspunkt fallt und P^ in 
den positiven Teil der y-Achse, Pj in den positiven Teil der ;8r-Achse. 
Fällt dann P^ in den positiven Teil der a;- Achse, so wird die letzte 
Determinante gleich: 



1 











1 











1 
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d. h. s hat den Wert Eins; fallt aber P^ in den negativen Teil der 
^-Achse^ so wird die Determinante gleich: 

-10 
10 
1 

und $ besitzt den Wert — 1. Im ersteren Falle ist das System der 
positiven ^, r^, S- Achsen mit dem der positiven x, y, £f- Achsen zum 
Zusammenfällen gebracht^ im zweiten Falle hat man noch eine 
Spiegelung des Ranmes an der y,z-^hene nötig, um das Zusammen- 
fallen hervorzubringen. Da aber eine Spiegelung keine Bewegung 
des Raumes darstellt, so ist es im Fall « = — 1 überhaupt unmöglich, 
das eine System durch Bewegung in das andere zu überführen. Wir 
nehmen daher an, daß e gleich Eins sei, und stellen uns die 
Aufgabe, die Überfahrung durch eine möglichst einfache, leicht 
vorstellbare Bewegung zu bewerkstelligen, da die vorhin betrachtete 
Bewegung im allgemeinen aus einer Verschiebung und zwei Drehungen 
um verschiedene Achsen besteht. 

Die Koordinaten x, y, z eines beliebigen Punktes werden durch 
seine Koordinaten |, % f im |, ly, f- System mit Hilfe der Gleichungen: 

aj-a + aj + aa^ + agf, 

(3) y = 6 + ftl + A^ + Af, 

festgelegt. 

Diese Gleichungen bestimmen eine Abbildung des Baumes auf 
sich selbst. Dem Punkt mit den Koordinaten |, ly, g im Xy y, ^-System 
entspricht ein Bildpunkt mit den Koordinaten x, y, z in. demselben 
System. Wir suchen die einfachste Bewegung des x, y, ^-Systems 
aufzufinden, welche jeden Punkt in seinen Bildpunkt überführt. 
Dabei sind drei Fälle zu unterscheiden. 

Im einfachsten dieser Falle ist c^i = i^g = 7^3 = 1, und damit sind 
<hf ^f ßv ßsf 7\y Y% gleich Null. Hier geht offenbar jeder Punkt 
durch diejenige Schiebung des Xy y, jSi-Systems in seinen Bildpunkt 
über, welche den Anfangspunkt des Xy y, ;?- Systems in den Anfangs- 
punkt des g, r^y g- Systems überführt. 

Im zweiten dieser Fälle, den wir im folgenden Paragraphen be- 
handeln wollen, ist a » & « c = 0; der Koordinatenanfangspunkt ßHlt 
mit seinem Bildpunkt zusammen. Es wird sich zeigen, daß hier die 
Überfahrung der Punkte in ihre Bildpunkte durch eine Drehung des 
Xy yy z-SjBtems um eine durch den Koordinatenanfangspunkt gehende 
Achse bewerkstelligt werden kann. Wir bezeichnen diesen Fall kurz 
als Transformation durch Drehung. 
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Im dritten Falle, der im § 27 S. 304 behandelt wird, kann die 
Überführung entweder durch eine Schraubuhg oder durch eine 
Drehung um eine bestimmte Gerade bewerkstelligt werden. Wir be- 
zeichnen diesen Fall kurz als Transformation durch Schraubung. 

§ 26. Transformation durch Drehung. 
Um die durch die Gleichungen: 

aj — ail + Ogiy + «8?, 

^ = nl + riV + ni 

dargestellte Abbildung des Baumes auf sich selbst als Folge einer 
Bewegung zu erkennen, fragen wir zunächst, ob es Punkte gibt, die 
mit ihren Bildpunkten zusammenfallen. 

Für die Koordinaten dieser Punkte erhalten wir die Gleichungen: 

(«1-1)1 + (^^+«85-0, 



(1) 

Man hat: 



(ft- i)(y8-i) - fty2 = «1 - ft - ya + 1, 
ftyi-/Ji(y8-i) = «2 + A, 
Ay2-yi(ft-l) = a8 + yi. 

Multipliziert man die rechten Seiten dieser Gleichungen der 
Reihe nach mit a^ — 1, cc2, a^ und addiert sie, so ergibt sich die Null. 
Es verschwindet also die Determinante der Gleichungen (1), folglich 
bestimmen diese Gleichungen, wenn sie nicht durch das Verschwinden 
sämtlicher Koeffizienten erfüllt sind, eine Gerade oder eine Ebene. 
Im letzten Fall müssen alle TJnterdeterminanten zweiten Grades der 
Anordnung: 

«i — 1 0^2 «8 

ßi ft — 1 ßs 

7i ^2 78-1 

verschwinden. Setzt man hier die zu «i— 1, ft— 1; J^s"" ^ gehörenden 
Unterdeterminanten gleich Null, so ergibt sich c^i = ft = J^s =* 1- 
Jetzt verschwinden die Koeffizienten «3, «3, ßi, ß^, y-i, ^g sämtlich; 
die Gleichungen (1) sind identisch erfüllt, und die Ausgangsgleichungen 
stellen überhaupt keine Transformation dar. 

Um auf einem anderen, für die geometrische Deutung unserer 
Transformation wichtigeren Wege zu zeigen, daß die Gleichungen (1) 
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eine Gerade bestimmen^ multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe 
nach zuerst mit a^, ß^, y^ dann mit cc^y ßif y^ endlich mit «3, ß^, y^ 
und addieren sie jedesmal. So entsteht: 

(l-aOg-^,i?-y,f-0, 

(2) -«sS + a-Ah-ysf^-o, 

Aus (1) und (2) ergibt sich: 
(3) (72 -ftH-(^i- «2)^-0, 

(«3-ri)S-(y2-i38)^-0- 

Wenn diese Gleichungen nicht durch das Verschwinden von 
i^i — «2? «8 "• 7i> 72 "" A ^^^ selbst erfüllt sind, geben sie die Lösung 
der Gleichungen (1) und führen auf eine bestimmte, durch den 
Koordinatenanfangspunkt gehende Gerade. Was bedeuten nun die 
Gleichungen ß^ =05,, «3 « y^, y^ = /J3? 

Man hat: 

(y»-ft)*=y«'+ftH2«,-2fty,-l-n»-y,«+l-^i«-A»+2«,-2/J,y, 

= (1 + a. + ft + y,) (1 - a. - ^, - y, + 2 «1). 
Ebenso: 

(«8- yi)* = (1 + «1 + A + y»)(i - «1 - A- y.+ 2A), 
(A- «»)*- (1 + «1 + A + y8)(i - «X- A- ^8 + 2y,). 

Femer: 

(y» - A) ifh - yi) = y2«8 - /'8«8 - ny« + yi A 

= A + «iiys + /*!«!+ ^«2+ 01«,+ /J1/J8+ «2+ Ays 

= (l + ai + /J, + 7,)(«,+ /Ji). 
Ebenso: 

(«8- yi)(A- «») = (1 + «1+ A+ y8)(/J8+ ys)» 
(A - «») (y» - A) = (1 + «1 + A + y8) (yi + «s)- 

Die ersten drei dieser Gleichongen zeigen, daß das System (3) 
nur dann identisch erfüllt ist, wenn 1 + «^ + A + y8 ■" 0, oder wenn 
Oj = ^ä = yj = 1. Die zweite dieser Möglichkeiten liefert überhaupt 
keine Transformation. Um die erste zu untersuchen, lösen wir die 
Gleichungen (1) direkt auf und erhalten, wenn «t + ft + yj = »» ge- 
setzt wird: 

|:ij:g = l— w»-|-2ai:a, + ft:a8-|-yi 

= /Ji + «j : 1 - m + 2ft : /J, + y, 

— yi + «8 : y» + A 5 1 — »» + 2ys- 



§ 26. Transfonnation durch Drehnng. 301 

Für m=» — 1 und /Sj^Oa, «s— ^u 72^ ßs ergibt sich hieraus: 



(4) 



I : ij : g — 1 + «1 



= «« 



/3i ' Vi 
1 + A : y, 



'2 
«8 

Ist Ol von — 1 verschieden, so liefert die erste dieser Beziehungen 
eine bestimmte Gerade. Ist o^» — !, so fällt das Bild des positiven 
Teiles der a:-Achse mit dem negativen Teil der :r-Achse zusammen. 
Dann ergibt sich an Stelle von (4): 

|:i,:e = 0:l + ft: y, 

Ist hier ß^ von — 1 verschieden, so bestimmt die erste dieser 
Beziehungen eine zur a;- Achse senkrechte Gerade. Wenn aber ß^^ — l, 
80 fallt das Bild des positiven Teiles der y- Achse mit dem negativen 
Teil der y- Achse zusammen, und es bleibt: 

g : 1? : g = : : 2. 

Diese Verhältnisse bestimmen die j8r< Achse. 

Wir sehen, daß die Punkte, welche mit ihren Bild- 
punkten zusammenfallen, unter allen Umständen auf einer 
durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Geraden 
liegen. Es soll nun gezeigt werden, daß die übrigen 
Punkte durch eine Drehung des Raumes um diese Gerade 
in die Lagen ihrer Bildpunkte gelangen. 

Der Koordinatenanfangspunkt zerlegt die in Bede stehende 
Gerade in zwei Halbgerade, von denen wir eine auswählen und 
ihre Richtungskosinus mit Tx, r^, r, bezeichnen. Von einem be- 
liebigen, nicht in dieser Geraden liegenden Punkt (|, rj, f) aus 
föllen wir ein Lot auf die Gerade, das sie im Punkte Q treffen möge. 
Die Maßzahl der Entfernung des Punktes Q vom Koordinatenanfangs- 
punkt bezeichnen wir mit l und betrachten l als positiv oder als 
negativ, je nachdem Q in der Halbgeraden (rx, Ty, r,) oder in ihrer 
Verlängerung (— r^, — r^, — r,) liegt. Die von Q aus durch den 
Punkt (g, Tjf g) gezogene Halbgerade besitze die Richtungskosinus 
Vx)Py,P»' Die positive Maßzahl des Lotes sei d. Dann folgt: 

(5) l^lTx + dpxj V^^^y + ^Pvf i='lrz + dp,. 

Den Punkt (Q) nehmen wir zum Schnittpunkt dreier neuer 
rechtwinkliger Koordinatenachsen, nämlich der a/- Achse, deren posi- 
tiver Teil die Richtungskosinus Pxy Pyj P» besitze, der j8?'- Achse, deren 
positiver Teil die Richtungskosinus Vxy r^, r, besitze, und der t/'- Achse, 
deren positiver Teil die Richtungskosinus: 

2* =- PzVy - PyT,^ qy = P^T^ - P^Txy Qz ^ Py^X ^ PxTy 
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besitze. Die Gleichungen der auf der oi-y ^-^ /-Achse senkrechten 
neuen Eoordinatenebenen sind: 

Hx'g^, = 0, Ilxg^ = 0, Hxr^ — ^ =« 0; 

somit haben wir für die neuen Koordinaten des Bildpunktes {Xj y, z) 
des Punktes (|, i?, g) die Gleichungen: 

Nach (1) ist: 

A^* + A*'y + A^' = ^y> 
ri^x + nry + y^U^r.y 
folglich nach (5): 

0) ßii + ß^V + ßzi - try + diß,p,+ ß,py+ ß^p,\ 

Es kommt jetzt alles auf die Berechnung der hier auftretenden 
Faktoren von d an. Wir betrachten zuerst den Fall y^^ ß^y ccj — y^; 
^i^Äj. Die Verhältnisse (4), nämlich: 

rx : ry : r, =- 1 + «1 : «2 : «s, 
liefern entweder a^ =» — 1 oder: 

^*'"y2(i+^' ^'^ "" i/2"(rHö' ^'" 1/2(1+«,)' 

in beiden Fällen ist daher, weil r^^^a. + ry^y + VzP, = 0, auch: 



Ebenso folgt: 



somit: 



ßlPx+ßiPy + ßzPz^-Py, 
YlPx + Y^Py + rzP.^-p,y 



oi^^d, j/' = 0, z'^0. 

Hier geht also jeder Punkt durch eine Drehung von 
der Größe % um die ^-Achse in seinen Bildpunkt über. 

Wenn die Differenzen y^— ß^y ^^7iy ßi'~ ^ nicht sämtlich 
verschwinden, entnehmen wir aus den S. 300 für die Quadrate und 
Produkte dieser Differenzen aufgestellten Gleichungen Ausdrücke 
für die Bichtungskosinus cc^ , , .y^. Zunächst hat man: 

(y, - A)* + («8 - yi)* + (^1 - «,)* = (1+ »») (3 - «»). 
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Wenn y(l + w) (3 — m) mit W bezeichnet wird, können wir 
nach iß): 

(g) r -?i-=^, r -??i^::^, r ^^^"•^« 



nehmen und erhalten: 

«i=2{r+^-i+^r ««=-21t+^-^M' ««-äliTMr+^M' 

(9) Ä=M-T+ir+T»^-'|' ^^-¥{r+i-i+«»}' ^.-M-rRr-^4 

y^'i\-i+^-^^'V y«-2lTrfr+^'--r »'»-ätrR-i+W* 

Mit Hilfe dieser Ausdrücke findet sich: 

f fn — lW 
^iPx + OiPy + ^P» 2^Px + -ySx, 

(10) - ß,P:c + ßiPy + ß^Pz - "^Py + ^ ayy 

^ YlPx + nPy + YzPz 2-p, + "2-2*, 

und wir erhalten aus (6) und (7): 
Da aber: 

(=?i)'+(f)*-i. 

so können wir: 

Q -« cos -ö", -g- = sin -ö" 

setzen. Verstehen wir unter %'q den kleinsten positiven Winkel, dessen 

Kosinus gleich — - — ? dessen Sinus gleich — ist, so haben wir in dem 

Ausdruck %'q + 2v% die allgemeinste Bestimmung von %•, falls v eine 
positive oder negative ganze Zahl bezeichnet. Zur Überführung der 
Punkte (I, riy g) in ihre Bildpunkte {x, y, 0) stehen uns also unendlich 
viele Drehungen um die ;ef'- Achse zur Verfügung. Die einfachste der- 
selben, die wir die Hauptdrehung nennen können, besitzt die 
Größe «d-Q, und ihre Richtung stimmt mit der Richtung derjenigen 
Drehung überein, welche die positive a/- Achse auf dem kürzesten 
Wege in die positive y'- Achse überführt. 

Unter Benutzung der gefundenen Bedeutung von m und W 
nehmen die Gleichungen (9) die Gestalt an: 



(11) 
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«1 =» r|(l — cos d') + cos ^, «2 =" ^x^tf (1 — <50s d) •— r, sin -a-, 

ßi = ^«^y (1 — cos &) + r, sin d'y ß^ = rj (1 — cos -ö*) + cos d', 

ßz — ^y*'*(l — cos 'ö') — Vx sin a«, 

yi — ^«^« (1 — cos d) — Vy sin 'ö-, ^2 ^ ^**'y (1 ~ cos d) + r^. sin -d", 

^5 — rj(l — cos ^) + cos %'. 

Diese Gleichungen gelten auch im Falle %'^^ n. Hier wird z. B.: 
«1 = 2rJ — 1, ft — 2ra:ry, y^ — 2ra,r„ 

d. h, entweder: 

Vx^O und «j — — 1 
oder: 

1 + «1 : /?! : yi — r^B : ry : n 

in Übereinstimmung mit den GHeichungen (4). 

Um aus den Gleichungen (11) allgemein gültige Darstellungen 
von Txf Tyj r, zu erhalten ^ bemerken wir zunächst^ daß: 

2 «1— COB^ 2 ft — COB-Ö* 2 y^ — CO^Q" 

^* ■" 1 - cos ^' ^y "" 1 _ cos «•' ^' "■ 1 _ cos ^' 

^*^y 2(1-C08Ö')' ^y^* 2(1-C08Ö'/ ^'^* 2(1-C0SÖ') 

Bezeichnen b^, b^j Sq die positive oder negative Einheit ^ so 
ergibt sich: 

Ist «2 + i^i von Null verschieden, so ist ^^«2 °^i^ ^ + A positiv 
oder negativ; ist ß^ + ^2 oder «3 + yi von Null verschieden, so ist 
«^^3 oder ^1^3 mit ß^ + ^2 ^^^^ ^3 + ?i positiv oder negativ. Sobald 
also ein s, das zu einem nicht verschwindenden Richtungskosinus 
gehört, gewählt ist, sind die anderen zu nicht verschwindenden 
Richtungskosinus gehörenden 8 bestimmt. 

§ 27. Transformation dnrch Schraubung. 

Wenn weder «i = A =" ^s ^^ 1 ^och a = 6 = c « 0, so fragen 
wir, ob es eine Gerade gibt, deren Punkte in ihre Bildpunkte durch 
ein und dieselbe Verschiebung in der Geraden übergehen.. Dem 
Charakter des analytisch -geometrischen Verfahrens entsprechend setzen 
wir zunächst die fragliche Gerade als vorhanden voraus und sehen 
zu, ob die Bestimmung der zur Festlegung der Geraden nötigen 
geometrischen Größen möglich ist oder nicht. Wir denken uns die 
Gerade festgelegt 1. durch die Koordinaten 1^, %, ^^ des Fußpunktes 
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des Lotes ; das vom Eoordinatenanfangspunkt auf die Gerade gefallt 
ist, 2. durch die Richtungskosinus cc, ß, y einer der beiden Halb- 
geraden^ in welche die Gerade durch jenen Fußpunkt geteilt wird. 
Ein beliebiger Punkt der Geraden hat dann die Koordinaten %^ + ia^ 
Vi "f ^ß} 5i + ^y; seiii Bildpunkt hat die Koordinaten li + (< + t)a, 
rji + (^ + ^) ß> f 1 + (^ + ^) Vf wenn der absolute Wert von t die 
Größe der Verschiebung angibt, während t positiv oder negativ ist^ 
je nachdem die Yerschiebungsrichtung die Richtungskosinus a, ß, y 
oder — a, — /J, — y besitzt. 

Aus den Gleichungen (3) S. 298 folgt dann: 

nebst den beiden entsprechenden Gleichungen. Dies System soll für 
jeden Wert von i bestehen. Daher zunächst: 

a = «1« + as/J + HV^ /* = Ä« + A/* + PiVj y^y^^^- y%ß + y^y^ 

Die Lösung dieser Gleichungen bezeichnen wir wie im vorigen 
Paragraphen mit: 

a^r^, ß^Ty, y^r,. 
Weiter folgt: 

(ai-l)ii+ «2% + «sSi ^rr^-a, 

(1) ßi^i +(ft-l)%+ ftfi =-Tr,-6, 
rA + riVi +(y3-l)ei="rr, - c. 

Hinzu kommt die Gleichung: 

(2) ^ir, + ri,ry + t,r,^0, 

da entweder der Punkt (1^, rj^, i^) mit dem Koordinatenanfangspunkt 
zusammenfällt, oder die ihn mit dem Koordinatenanfangspunkt ver- 
bindende Strecke senkrecht zu unserer Geraden liegt. 

Multiplizieren wir die Gleichungen (1) der Reihe nach mit r«, r^, r, 
und addieren sie, so folgt nach (11)^ S. 304: 

(3) r «= a^ar + iry + er,. 

Multiplizieren wir die Gleichungen (1) und (2) der Reihe nach 
zuerst mit «i — 1, ßi, y^ (3 — m)rxy dann mit Og, ß^ — 1, yg, (3 — m)ry, 
endlich mit cc^/ß^^ y^—i, (^ — m^rg und addieren sie jedesmal, so 
ergibt sich: 

q(l-«i)--&ft-cyi ^ - ag, + &(l--fe)-cy, 
,^. , 3-w ' ^1" 3-w 

(4) 

8-w 



^ _ --aa8-&fe+g(^- y8) 



Die Gerade, um die es sich handelt, ist jetzt eindeutig bestimmt. 
Wir nennen sie die Schraubungsachse. 

y. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 20 
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Wenn wir nun, wie im vorigen Paragraphen, von einem Punkt 
(I, fj, i) aus ein Lot auf die Schraubungsachse fallen, so haben wir 
unter Benutzung der dort angewandten Bezeichnungen: 

S — 61 + <»•« + dp^7 V'^Vi + K + ^Pi/f S — Si + <^* + dp». 
Dann folgt aus den Gleichungen (3), S. 298 und (10) des vorigen 
Paragraphen: 

ic — li + (t + t)r^ + d^pxcos» + g,sind), 

» — ^1 + {t + r)r^ + dCPyCOS-Ö- + Qv sin-Ö-), 
^ii + {t + x)r» + d (pz cos 'ö' + j, sin d). 

Diese Gleichungen lehren, daß man die Überführung 
aller Punkte in ihre Bildpunkte, wenn t -» ist, durch 
eine Drehung um die Schraubungsachse bewirken kann. 

Ist t nicht gleich Null, so lassen sich diese Gleichungen von 
verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachten. Zunächst zeigen sie, 
dafi man die Überfahrung des Punktes (g, 7^, g) in die Lage (rc, y, z) 
durch eine Verschiebung von der Größe r längs der Schraubungs- 
achse und eine nachherige Drehung von der Größe & um dieselbe 
bewirken kann, sowie auch umgekehrt durch eine solche Drehui^ 
und nachherige Verschiebung. Dabei beschreibt der Punkt (|, iy, g) 
jedesmal ein geradliniges Stück und ein E^reisbogenstück, wozu noch 
beliebig viele ganze Umläufe um den Ereis hinzukommen können. 
Sodann zeigen sie, daß man die Überführung auch durch Schraubung 
bewerkstelligen kann. Eine solche besteht in einer Drehung um 
eine Achse und einer gleichzeitigen Verschiebung längs der Achse, 
wobei aber die Größe der Verschiebung zu der der Drehung in un- 
veränderlichem Verhältnis stehen muß, welch letzteres man den 
Parameter der Schraubung nennt. Bedeutet d'^ den kleinsten posi- 
tiven Wert von -9", so stehen uns die unbegrenzt vielen Drehungs- 
winkel d'Q + 2i/Ä, wo V eine beliebige ganze, positive oder negative, 
Zahl bedeutet, zur Verfügung. Infolgedessen können wir die in Rede 
stehende Überführung vermittelst unbegrenzt vieler Schraubungen 
vornehmen, deren Parameter durch die Gleichung: 

bestimmt werden. Schließen wir den Fall «g = /J^, ß^=^ y^, Ti"^ ^s 
aus und nehmen, wie im vorigen Paragraphen: 

wo W die positive Quadratwurzel aus (1 + a^+ ß^ + ^3) (3 — «i — ft "— y») 
bezeichnet, so wird: 
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und ^Q bedeutet denjenigen positiven Winkel, der kleiner wie tc ist 
und durch die Gleichungen: 

co8^«-^+A±r^, sin*,-? 

bestimmt wird. 

Fassen wir, ähnlich wie im Yorigen Paragraphen, den Punkt 
(Si + <»'x> Vi+^'^^yj ?i + ^''*) ^ den Anfangspunkt eines cd, y', /-Systems 
auf, bei dem die positive ^- Achse die Bichtungskosinus p^y Pyy p$y 
die positive «/-Achse die Bichtungskosinus q^y iyy iz, die positive 
/-Achse die Bichtungskosinus r^-, r^, r, besitzt, so beschreibt der 
Punkt (S, 7], g) nach der Wahl von v ein Stück einer Schraubenlinie, 
die im a/, j/, /-System die Gleichungen: 

a! =» dcoBU, y'=— dsinw, / = Ä,,w 

besitzt, und das Stück wird erhalten, wenn u von Null bis zu dem 
Werte d'Q + 2v7t läuft. Dabei nimmt u zu, wenn v gleich Null oder 
gleich einer positiven ganzen Zahl ist, es nimmt ab, wenn v gleich 
einer negativen ganzen Zahl ist. Man kann sich die Art, wie die 
verschiedenen Schraubenlinien liegen, leicht klarmachen, wenn man 
ihre einem wachsenden u entsprechenden Halbtangenten für u=d'Q+2vx 
betrachtet. Die zu v gehörende Halbtangente bilde mit der positiven 
aZ-Achse den Winkel Oy, mit der positiven y'- Achse den Winkel ß^, 
mit der positiven /-Achse den Winkel y^. Dann hat man: 

— d sin ^0 ^ d cos ^^ 

cos «y = ^ } cos py = - ^ 7 



cosyr 



(^,+2,«)-|/<i.+ (5r^)' 



Um die Lage der den verschiedenen Werten von v entsprechenden 
Halbtangenten zu erkennen, sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

1. T > 0. Ist hier d'Q + 2v:t>0, so ist ifc^ > 0; die Schrauben- 
linie ist rechts gewunden, und man hat: 



1 
cosy< 



Die Halbtangenten gehen durch einen Kreissektor, der durch die 
für 1/ = vorhandene Halbtangente und durch die zur /-Achse senk- 
rechte Halbgerade mit den Bichtungskosinus: 

cos « =« — sin d'Q, cos ß =« cos -9"^, cos y = 

20* 
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begrenzt wird. — Ist ^o + 2i/ä < 0, so ist Äy < 0; die Schrauben* 
linie ist links gewnnden, und man hat: 

1 
cos yy — — 



]/i + («^i^'d. 



Hier gehen die Halbtangenten durch einen E^reissektor^ der durch 
die für v^ — 1 vorhandene Halbtangente und die eben genannte 
Halbgerade begrenzt wird. 

2. r < 0. Ist -d-^ + 2vÄ > 0, so wird ifc^ < 0; die Schraubenlinie 
ist links gewunden^ und man hat: 

1 

cos yy « — 



y^TS^Z^ 



Die Begrenzung des Kreissektors, in dem die Halbtangenten der 
Schraubenlinien liegen, ist dieselbe wie im vorigen Fall. 

Ist ^0 + 2i/Ä < 0, so liegen dieselben Verhältnisse wie im ersten 
Fall 1) vor. Die Halbgerade bildet stets eine Häufungsstelle 
unserer Halbtangenten, sie darf aber nicht als zu ihnen gehörig be- 
trachtet werden, da unendlich viele Umläufe nicht vorkommen können. 

Es wird nicht überflüssig sein, auch umgekehrt zu 
zeigen, daß eine Schraubung des Baumes zu den Formeln (3) 
S. 298 führt. 

Die Schraubungsachse sei durch den Punkt (|^, %> So) ^^^ ^® 
Richtungskosinus txy ty, r^ bestimmt, so daß ihre Gleichungen: 

x^% + hfx, y — % + *^y; ^ == So + ^^' 

sind. Wir fällen von dem Punkt (|, iy, g) aus ein Lot auf die 
Schraubungsachse. Der Fußpunkt desselben werde mit Q bezeichnet, 
seine Koordinaten seien ^q + Ir^, i?o + Iry, t^ + Ir^. Da 

so folgt: 

und die Größe d des Lotes ergibt sich gleich: 



V27(|-|o)*-(27(|-gr«)'. 

Die Halbgerade, welche toh dem Faßpunkt des Lotes aus dnrch 
den Punkt (|, ij, g) gelegt ist, besitzt die Bichtnngskosinus: 

P. -ä > Py '-^ > P'- 5 

Eine zu dieser Halbgeraden und zur Schraubungsachse senkrechte 
Halbgerade besitzt die Richtungskosinus: 
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QX - ryP, -PyT, - -^ ^ ; 

f,(S-So)-^,(t-Jo) 

iv "■ ^»P^ —Pzrx =- ^ f 

q, - r^Py -PxTy j-^ 

' Die Größe der durch die Schraubung hervorgebrachten Ver- 
schiebung sei tj die Größe der Drehung <&. Wir haben dann für die 
Koordinaten der Lage des Punktes (§, i^; g) nach der Schraubung die 
Gleichungen: 

o; =- £0 + (l + t)rg. + d(jpj.coS'9' + j-jsiu'Ö'), usw. 
oder: 

x^l^ + (x + 2:{l-l^)r,)r, + cos^(| - l^-r,i:{l-%)r^ 

+ sin «• (ry (g - §0) - ^*(^ - %))> ^s^- 

Unter Benutzung der Gleichungen (11) des vorigen Paragraphen 
erhalten wir: 

rc = go + rr:, + OiCI-lo) + «2(^-%) + «^sCS-So). 

^ - §0 + rr, + yi(l-lo) + rÄn-n,) + na- go). 

Setzen wir daher: 

- loYi - %y2 - go(i - n) + ^^' - c, 

so sind Gleichungen von der Form (3) § 25 S. 298 aus der gegebenen 
Schraubung hergeleitet. 

§ 28. Schranbenbewegnngen^ die sich einem beweglichen 
Dreikant zuordnen lassen. 

Wir haben im vorigen Paragraphen unter x, y, sowohl wie 
unter |^ rj, g die Koordinaten von Punkten hinsichtlich der x, y, ;8r- Achsen 
verstanden. Es ist jetzt nötig, in den Bezeichnungen eine Änderung 
eintreten zu lassen. Unter a?, y, wollen wir die Koordinaten des 
Schnittpunktes dreier zueinander senkrechter Geraden verstehen, welch 
letztere als die |, iy, g- Achsen bezeichnet werden sollen. Die positiven 
Teile dieser Achsen sollen mit den positiven Teilen der a?, y,;8r- Achse 
Winkel bilden, deren Kosinus der Reihe nach a«, ccy, a^; l^, ly, ?,; 
Xxj Xy, Xg seien, jedoch so, daß die Determinante: 
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Ux cLy a, 

Vx Vy Vf 

Aix Atf Ajr 

den Wert 1 besitzt. Wenn sich das System der drei Geraden im 
BAnme bei stetiger Änderung seiner Lage fortbewegt, wird der 
Schnittpunkt der Geraden eine Kurve beschreiben, deren Bogenlänge 
mit s bezeichnet werden soll. Wir können dann die Größen Xy y, z^ 
sowie die neun Bichtungskosinus a,. . . . A« als Funktionen von s be- 
trachten. Die Zuwüchse dieser zwölf Größen beim Übergang von s 
zu s-^r As sollen durch ein vorgesetztes A gekennzeichnet werden. 

Es ist unsere Aufgabe, die Schraubenbewegungen zu 
bestimmen, durch die das |, % ^-System aus der zu dem 
Wert s gehörenden Lage in die zu dem Wert s '\' As ge- 
hörende, überführt werden kann. 

Dieser Übergang führe die g, 17, g- Achse bezüglich in die 
I', iy', g'- Achse über. Der Schnittpunkt der letzteren Achsen besitzt 
im a?, y, ä?- System die Koordinaten x + Ax^ y + Ay^ +A0'^ im 
1, 17, g- System besitze er die Koordinaten a, b, c. Aus den Gleichungen: 

x + Ax^ X + cc^a + Ixh + IxC, 

y + z/y = y -f ttya + Zy6 + XyC, 

z + Az ^ z + a^a + l,b + l,c 
folgt dann: 

(1) a = 2JcCxAx, b =- MxAx^ c = 2JXxAx. 

Die positive §'- Achse besitzt im a:, y,^- System die Bichtungs- 
kosinus cCx+AcCx, Uy + Aay, a,+Aa,'j im |, ^, g-System besitze sie 
die Bichtungskosinus 0^, /S^, y^. Dann besitzt der Punkt, welcher im 
Abstände Eins vom Anfangspunkt auf der positiven |'- Achse liegt, im 
X, y, ^-System die Koordinaten x + Ax + ax + Accxy y + Ay + c^ + Aa^^ 
z +Az + a, + Aaz, im |, ^, g- System die Koordinaten a-f «i; b + ß^, 
c + yi, folglich hat man: 

Ax + ax + Aux = ccx{a + «i) + lx(b + ß^ + A,(c + yj, 

Ay + ccy + Aay = «y(a + a^ + lyQ> + /JJ -f Xy{c -F yj, 

Az + cc, + Aa, — a^(a + a^) + h(b + ß^) + X,(c + yj. 

Wir erhalten somit: 

(2) c^ = 1 + UuxAuxf ßi = UlxAcCxf yi = ZXxAax. 

Auf dieselbe Weise ergibt sich, wenn im |, 1^, g- System die 
Bichtungskosinus der positiven ij'- Achse mit a^, ß^, y^j ^® ^^^ 
positiven g'- Achse mit «g, ft, y^ bezeichnet werden: 



^') 1:: 



St^JXx, ß^ = 2lxJXx^ y, = 1 + 2?X,/fX,. 
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Betrachten wir nun die Differenzen y^ — ß^j cc^ — y^ ßi — cc^. 
Man hat: 

/dl dX\ dl 

(dX da \ dl 

(da dl \ da 

Sh -^ - 2a.^) Js +. . •=, 22h ^Js +... 

Da die Differenzen y^ — ßs, cc^ — yi, ßi— cc^ ab Potenzreihen 
von Js auftreten^ können wir die Werte Von Js auf ein so kleines 
Intervall beschränken^ daß jene Differenzen außer für Js ^0 an 
keiner Stelle des Intervalls gleichzeitig verschwinden. Wir setzen: 

dl äx da 

(4) Pi = -2?*«^' A-'S«.^'» -P»-^^»^'- 

Aus den Gleichungen: 

da^ da^ da^ 

dl dl dl 

AK ^K ^K 

da^ dofy da^ 

dl^ dh dl^ 

-j^ = ^xPi — c^xPsf -JJ = ^yPi — ^yPzj -JJ = ^zPx — cCsPfif 

^K j ^h 7 ' ^^. 7 

-^ = CCxPi — IxPi , -J^ = ayi>2 — hPl y -Ji = ^'Pi — ^»Pv 

Dies zeigt ^ daß die Zahlen p^y p^y p^ uur dann bestandig ver- 
schwinden können, wenn die Ij rj, g- Achsen ihre Richtungen besi^ndig 
beibehalten. Schließen wir diesen Fall aus, so können ^^^j^j^j^j nur 
für getrennt liegende Werte von s zugleich verschwinden. Wir 
nehmen im folgenden an, daß der Veränderlichen s kein derartiger, 
Wert beigelegt sei, daß also mindestens eine der Zahlen Pi,j)j,jp5 
von Null verschieden ist. 

Unter s verstehen wir die positive oder negative Einheit, je 
nachdem Js positiv oder negativ ist. Wir erhalten dann: 



folgt: 
(5) 



W=-V(y,-ß,y + ia,^y,y + {ß,^a,y^2BVp,'+p,'+p,'Js+-; 

wo die rechts stehende Potenzreihe für einen hinreichend kleinen 
absoluten Wert von Js eine positive Zahl darstellt. 
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Für den kleinsten positiven, der Gleichung: 

sind **-s- 

genügenden Wert d'^ Yon d ergibt sich eine Entwicklung you der 
Form: 

Für die Bichtungskosinus der Schraubungsachse im 1, rj, g- System 
ergibt sich: 

Setzen wir noch: 

(6) ^^'ä^-iif ^^«ä7"&^ -2;A,^ = 83, 

so entsteht für die Schraubungsparameter die Gleichung: 

jj. _^ 2(l>igx+JP«gi+JP8gs)^g' + \-- 

Gehen wir mit 2^5 zur Grenze Null über, so erhalten wir für 
die Bichtungskosinus der Schraubungsachse die Werte: 

^ ^ ^ T^ÄfV + V ' Vpi'+p.* + p,' VpJ+p?Tp? 

Solange v von Null verschieden ist, geht Ar für ^5 -= in die 
Null über, aber bei v = erhalten wir im Grenzfall: 

^^^ ^' ''-"'P^'+P.' + P\ 

Der Grenzübergang führt also bei v =» nur dann auf eine 
Drehungsbewegung, wenn jp^g^ +jp2& +^323 verschwindet Ist dies 
nicht der Fall, so erhalten wir ein und dasselbe System von Schrauben- 
linien, sei es, daß s gleich 1 oder gleich — 1 genommen wird. Man 
ersieht dies am einfachsten aus der ersten Darstellung der Koordinaten 
einer Schraubenlinie auf S. 187. Wird die positive Bichtung der 
Schraubungsachse als entgegengesetzt der dort benutzten angenommen, 
so sind die Bichtungskosinus «3, /J3, y^ durch — «3, — ßs, — 7^ zu 
ersetzen. Damit die zweite Schraubenlinie mit der ersten den Punkt 
(Xq+ oj), yo+ ßiP, 00+ 7iP) gemein habe, dürfen «j, /J^, y^ nicht 
geändert werden, aber o^? ß%9 ?2 sind durch — c^, — ft, ""^2 zu 
ersetzen, weil die Determinante der neuen Bichtungskosinus den Wert 
Eins besitzen muß. An Stelle Von j tritt das von s unabhängige i 
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anf. Die zweite Schraubenlinie fallt geometrisch mit der ersten zn- 
sammen, sie wird aber bei wachsendem t in der entgegengesetzten 
Richtung wie die erste durchlaufen. Wir können uns daher auf den 
Fall € = 1 beschränken und: 

nehmen. Im 07^^; ^-System besitzt die fragliche Schraubenachse die 
Bichtungskosinus : 






Es erübrigt noch, auch die Grenzlage des Punktes festzustellen, 
in dem das vom Anfangspunkt des |, 17, g- Systems auf die zu As 
gehörende Schraubungsachse gefällte Lot die letztere trifft, um die 
Formeln (4) § 27 S. 305 anzuwenden, sind zunächst a^^ ß^, y^ nach 
Potenzen von Js zu entwickeln. Wir hatten: 

Oj — 1 + UttxAttx. 

Daher ergibt sich: 

1 d^a 

and aof demselben Wege folgt: 

FQr die Koordinaten des Fußpunktes des in Bede stehenden 
Lotes erhalten wir: 

t ^ (g,^«...)(i(p.'+P,V'''--)-(g.^8--)(P.^«---) + (g.^*---)(P.^*---) 

somit wird beim Übergang za Js = 0: 

ni) l r> = ^»g>-g«^' , 

f. __ Pi9t-9iP% . 
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Im x,y,Z'SjBtem möge der Punkt (1^ 17^ Si) die Koordinaten 
af, i/f f! besitzen; so daß: 

(12) y'-y + aySi + ^yiyi + Ui; 

Wir können die durch den Übergang zn ^s = erhaltene 
Schraubenbewegong als die zu dem Werte s gehörende Schrauben- 
bewegung des g,iy, g-Dreikants bezeichnen. 

§ 29. Ansgezeichnete Dreikante bei einer Banmknrye nebst 
den Urnen zugehörigen Schranbenbewegnngen, 

unter einem ausgezeichneten Dreikant bei einer Baumkurve 
wollen wir ein solches verstehen; in dem eine Kante mit der Tangente, 
oder der Hauptnormale oder der Binormale der Baumkurre zusammen- 
fallt. Wir haben deshalb drei Fälle zu betrachten. 

L FäUt die |- Achse des Dreikants mit der Tangente zusammen, 
so sind die 17- Achse und die g- Achse Normalen der Kurve. Wir 
können hier: 

«X = a, «y = ft a, = y, 

Ix^l cos 9 + >t sin g), Zy = w cos 9 + /i sin y, Z, = w cos 9 + 1/ sin qp, 

A« =s iL cos 9 — ? sin 9, Xy = /t cos 9 — w sin qp, JL, = v cos qp — w sin qp 

setzen, wo qp eine gegebene Funktion der Bogenlänge s der Kurve 
bedeutet. Man erhält: 



da, 

dB 


^ l 


' ds 


= 


UCOSqp 


ds 


cciiacp 


■L 


(dtp 
\d8 


-7) 


i>i = 


dtp 
' ds 


1 

-7' 


P.-'^' 


3i = 


■1, 


2i- 


0, 


2s' 


-0, 



+'.®-i) 



cosop 

i>3 == -— ' 



daher: 



d(p 1 



\d8 rJ'^Q* 
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coBtp sing) 



Diese Gleichungen zeigen^ daß die sämtlichen Bestimmongs- 
möglichkeiten der Funktion 9 nur eine einfach unendliche Schar von 
Schraubenbewegungen liefern, da es bei den letzteren nur auf den 

Wert Yon ^ an der betrachteten Stelle ankommt. Unter diesen 

Schraubenbewegungen befindet sich eine Drehungsbewegung, und 

sie entspricht dem Werte — von g^- In diesem Falle beschreibt, 

wie wir § 10 S. 228 sahen, sowohl die iy- wie die g- Achse eine ab- 
wickelbare Fläche. Die hier auftretende Drehungsachse ist die 
Erümmungsachse der Kurve. 

Ist q> konstant, so ist die Schraubungsachse parallel 
der rektifizierenden Kante, und sie schneidet die Haupt- 
normale in dem Punkt kürzesten Abstands von der benach- 
barten Hauptnormale. 

Fragen wir jetzt, welche Flache von den Schraubungsachsen 
gebildet wird. 

Zu diesem Zweck betrachten wir den Punkt mit den Koordinaten: 

^0 = ^ + 1^ yo=J/ + |w> ^o = ^ + |w 

als den Anfangspunkt eines u, v^ tc;- Systems, in dem die ««-Achse 
parallel der Binormale, die t;-Achse parallel der Tangente ist, imd 
die t(7- Achse mit der Hauptnormale zusammenfällt. Die Gleichungen 
einer Schraubungsachse sind dann, wenn unter h eine beliebige Zahl 
verstanden wird: 

, Q T ds r 

u^n — y V =^n 



w 



?» \d8 r) 



9 Q Q' 



somit: 



Kd(p i\« 1] 2 2 /d(p l\\ 1 
5F"7)+7) (57-7) + ^ 
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Die durch diese Gleichung dritter Ordnung dargestellte Fläche 
gehört zu den Konoidflächen, d. h. den geradlinigen Flachen, deren 
Erzeugende eine Gerade (die Achse der Fläche) senkrecht schneiden^ 
und heißt ein Zylindroid. 

Die Schnittpunkte der Erzeugenden des Zylindroids mit der 
Hauptnormale füllen in letzterer die Strecke von Null bis q, d. h. 
bis zum Mittelpunkt der ersten Krümmung aus. Dabei fallt die 
durch den Kurvenpunkt {x^y^z) gehende Erzeugende mit der Tangente 
der Kurve zusammen. Sie ist die einzige Erzeugende des Zylindroids, 
welche nicht die Eigenschaft besitzt, auch eine Schraubungsachse zu 

sein, da sie dem Fall ^ = 00 entspricht. Die durch den Mittelpunkt 

der ersten Krümmung gehende Erzeugende entspricht dem Werte 

-? = — und liefert eine Drehungsbewegung. Durch jeden Punkt 

zwischen den Endpunkten der Strecke von Null bis q gehen zwei 
Erzeugende, die jedesmal entgegengesetzt gleichet! Werten von 

^ entsprechen. Die durch den Mittelpunkt der Strecke gehenden, 

zu ^ =» — ' — '^^ d gehörenden Erzeugenden stehen auf- 
einander senkrecht. 

U. Bei einem Dreikant, das aus der Hauptnormale und zwei in 
der rektifizierenden Ebene liegenden Kanten gebildet ist, setzen wir: 

a« — a cos 9 + >l sin qp, 

Ix - h 

Xx =• X cos qp — a sing? 
und erhalten: 

^^x jfcoBcp BinqpX dtp 

da Q r 

^K j /C08q> sinqpX dtp 

sinop COBO) dw cosop , sinop 
g-i — cos tp, 2j = 0, a, sin 9, 



' i^^f^W ^+^+©' 
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dq> . 1 dw 



Die hier auftretenden Schraubangsachsen schneiden die 
Gerade; welche im Punkt des kürzesten Abstandes der 
Hauptnormale Yon der benachbarten Hauptnormale auf 
der Hauptnormale und einer Parallelen zur rektifizierenden 
Kante senkrecht steht, senkrecht. 

Irgendein Punkt dieser Geraden hat nämlich die Koordinaten: 

1 1 , 1- 
x + l — g— + fc-g ^ . 

Q'^^r* K^ + P 

1 1 ,1 

während ein Punkt einer Schraubungsachse die Koordinaten: 

, Q ds , 

1 , dcp 

besitzt. Damit die beiden Punkte zusammenfallen, müssen hiernach drei 
Gleichungen zwischen t und h bestehen, die wir der Reihe nach mit 



318 Zweiter Teil. EiuTen im Bamn. 

Uj ß, y, sodann mit l^ m, n^ endlich mit X, ii, v multiplizieren nnd 
sie jedesmal addieren. Auf diese Weise folgt: 

Ä l 

Q r 



Q _ Q ^ ^ 



'+p ?+r.+© n^hw 






Aus den beiden ersten dieser Gleichungen ergibt sich: 

1 dq> 1 dq> 
, e ds , r ds 

Da diese Werte von t und h die dritte der vorigen Gleichungen 
befriedigen; ist unsere Behauptung erwiesen. 

Der Punkt, in welchem die zu ^ gehörende Schraubungsachse 

die Gerade schneidet, besitzt die Koordinaten: 

X H ^^ 1 — ; y usw. 

Führen wir daher ein w, t;, w?- System ein, dessen Anfangspunkt 
mit dem Punkt des kürzesten Abstandes der Hauptnormale von der 
benachbarten Hauptnormale zusammenfällt, dessen t^-Achse parallel 
der rektifizierenden Kante ist, dessen i;- Achse mit der Hauptnormale 
zusammenfällt, und dessen tc;- Achse die Bichtungskosinus: 

a % 

r; USW. 



besitzt, so nehmen die Gleichungen der Schraubenachsenfläche die 
Gestalt an: 

K (?«■•■ r» dB 



v^4.+(if)' yf+i.+(ify 
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w — 



r ds 



folglich: 

Wir haben es daher wiederam mit einem Zylindroid zu tun. 
Für «7=0 erhalten wir entweder t* = oder v « 0. Aber die dem 
Falle w = entsprechende Erzengende gehört zu dem Wert UnendUch 

von ^} sie fallt mit der Hanptnormale zusammen und kann nicht 

als eine Schraubungsachse angesehen werden. Wenn die beiden Werte 

9?i und qpg von ^ denselben Wert von w Kefem sollen, so muß: 

91^2=-^ + ^ 

sein. Die dieser Gleichung genügenden Werte 9^ und q)^ sind einander 
gleich fiir 9i = T/-t + -8' wo sich das Maximum von «?, und für 

9^=- — 1/-T + -8? wo sich das Minimum von u? ergibt. Durch diese 
Ghrenzpunkte auf der Zylindroidachse geht jedesmal nur eine Er- 
zeugende; in denZwischenpxmkten treffen sich jedesmal zwei Erzeugende. 
Die für af, j/, / gefundenen Ausdrücke zeigen, daß der Ort der 
Fußpunkte aller Lote, die von dem Kurvenpunkt (x, y, 0) aus auf die 
Schraubungsachsen gefallt werden können, in der Normal^bene der 
Kurve liegt. Nehmen wir in dieser Ebene die Binormale als w^- Achse, 
die Hauptnormale als t?^- Achse, so erhalten die Koordinaten der Fuß- 
punkte die Form: 

d<p 1 
da Q 

woraus sich ergibt: 



, (-'^)' , 



.(^+^) ..■(?+.-)' 



Die Fußpunkte liegen also auf einer Ellipse. Der Mittelpunkt 
dieser Ellipse liegt in der Hauptnormale und halbiert die Strecke 
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zwischen dem Eorvenpunkt (x, y, z) und dem Punkt kürzesten Ab- 
standes der Hanptnormale von der benachbarten Hauptnormale. 

in. Wir betrachten endlich ein Dreikant, bei dem eine S!ante 
von der Binormale der zugrunde gelegten Kurve gebildet wird, 
wahrend die beiden anderen Kanten in der Schmiegungsebene der 
Kurve liegen. Hier können wir: 

«j. =» a cos 9 + ? sin 9, 

Ix^l cos 9 — a sin 9; 

setzen und erhalten: 



ds" 


— cosgj - 

9 


-(f 


+ jjsiEL(p + l:, 


dv 

ds' 


ds = 


-(7 + 


~)cos()p- 


l . 

— sin flp - 

9 ^ 


da> 

-«•37' 


ds ~ 


l 

—9 

r 










Pi-- 


cosqp 


Ä = 


sinqp 
= ; 

r 


1 


+if' 



3i = cos (p, & = — sin (p, «3 =■ 0, 

. (7+57)-^ ^ ^ (i+Hh!", , 

a^ = a; + Z^i — ^-j — Vn* 

Hieraus geht hervor, daß die Schraubungsachsen die Haupt- 
normale senkrecht schneiden, und zwar füllen die Schnittpunkte auf 

der Hauptnormale die Strecke von — ^ bis + -r- aus. Passen wir 

die Binormale als u-Achse, die Tangente als t;-Achse, die Haupt- 
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normale als fi;- Achse auf, so besitzt in bezog auf das u, v, tc;- System 
ein Punkt einer Schraubongsachse die Koordinaten: 

^ , dqp _£ 1 . dtp 

Daher ist: 

«;(%* + 1?') = — ruv 

die Gleichxmg der Schranbenachsenfläche. Wir haben es also wieder 
mit einem Zylindroid zu tun. Jede Erzeugende des Zjlindroids^ mit 

Ausnahme der Binormale ^ die ja dem Werte unendlich von ^ ent- 
spricht, besitzt die Eigenschaft^ eine Schraubungsachse zu sein. 



§ 30. Besümmung aller Schraubungen^ dnrch welche eine 

Strecke ms einer gegebenen Lage in eine zweite gegebene 

Lage übergeführt wird. 

Greht eine Strecke PqPi durch eine Bewegung des Raumes in 
eine neue Lage PqPi über, so geht gleichzeitig die von Pq aus 
nach P^ gezogene Halbgerade in die von Pq aus nach P^ gezogene 
Halbgerade über. Die erste wollen wir durch die Gleichungen: 

a; - iTo + Äa^, y « ^o + ä/^o; ^^^o + ^n 

darstellen, in denen Uq, ß^, y^ die Richtungskosinus der Halbgeraden 
bezeichnen sollen. Die zweite sei durch die Gleichungen: 

dargestellt, in denen a^, ß^, y^ ebenfalls Richtungskosinus bedeuten 
mögen. Dabei soll der von den Halbgeraden gebildete Winkel als 
von Null und von ä verschieden vorausgesetzt werden. Geben wir 
dem Parameter h in diesen sechs Gleichungen denselben positiven 
Wert, so sind die Punkte beider Halbgeraden in der Weise einander 
zugeordnet, daß je zwei Punkte der ersten denselben Abstand be- 
sitzen, wie die ihnen entsprechenden Punkte der zweiten. Eine 
Schraubung, welche die Punkte der ersten Halbgeraden in die ihnen 
entsprechenden Punkte der zweiten überführt, erfordert es, da£ Glei- 
chungen von der Form: 

(1) W + Ä/»o' = 6 + (^0 + Ä«o) A + (2/0 + Ä/»o)ft + (^0 + Äyo)Ä, 

^o' + ^n' == c + (^ö+Äao)yi + (3/o+*/'o)y2 + (^o+*yo)n 

y. Lilien thal, Differentialgeometile. I. 21 
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ftir alle Werte von h' bestehen müssen; und es handelt sich um die 
allgemeinste^ mit diesen Gleichungen vertragliche Bestimmung Yon 
a, 6, c, «1 . . . y^, oder bei Benutzung der Gleichungen (11) § 26 S. 304 
von a, b, c, r«, r^, r„ d: 

Die Vergleichung der Koeffizienten von h in dem System (1) 
liefert: 

«o' "= «o«i + ßo^i + Yo^7 

ßo-^oßi+ßoßi + Yoßs^ 

ro = «0^1 + ßoYi + nyzy 

so daß: 

Uq' « r^Za^T;, + («0 — r^^Ja^T;,) cos -ö- + (y^r^ — ß^r,) sin «•, usw. 
Hieraus folgt erstens: 

so daß alle Schraubungsachsen zu einer festen Richtung 
senkrecht sind^ und zweitens: 

Den Winkel beider Halbgeraden bezeichnen wir mit % die 
Richtungskosinus der Geraden, auf welcher sich die Mittelpunkte der 
je zwei sich entsprechende Punkte der Halbgeraden verbindenden 
Strecken befinden, mit m^, m^, m, und setzen: 

flp "^ <P <P 

2 COB ^ 2 COS ^ .2 cos ^ 

2 2 2 

Die Bichtungskosinus der zu den Schraubungsachsen senkrechten 
Richtung bezeichnen wir mit Sx, 5y, s, und setzen: 

2 8111 -J 2 Bin -^ 2 sin ^ 

2 2 2 

Endlich seien rix, fiy, n, die Bichtungskosinus einer zu beiden 
Richtungen senkrechten Richtung, also: 

ging? y sing) sing? 

Die letzte Richtung (wa-, Wy, w,) steht zugleich auf den beiden 
Halbgeraden senkrecht. 
Wir nehmen nun: 

fx =" fi^x cos^ + Hx sin^, Ty = ntyCostl; + w^sin^, r, = m,cos^ + w, sin^« 
Da: 

«0 *" m^jcos^ — 5a;sin^; aj ^mx008~ + 5xsin^; 
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80 wird: 

^«0^^. == cos i^ cos |; -Srx(yo'/Jo — /^oVo) — — »in 9 sin V', 

daher: 

coB Qp — cos'tb cos' X 
^ ^ 2 . ^ —Bin® Sinti) 
cos d' « ; Sin -ö* — ^ 



1 — C08'i(>C0B"^ 1 — C08*1(>C0b'-^ 

Die Koordinaten des Fnßpunktes eines vom Eoordinatenanfangs- 
punkt ans anf eine Schraubnngsachse gefällten Lotes sind nach (4) 
§ 27 S. 305: 

Aus (1) ergibt sich: 

daher nach (11) S. 304: 

y « + a;o)(i-«i)-yo'ft-Vyt-yott,-gott, 

«1 S-a,-A-y3 

2 ^- 2 + ^^-^ ^ cotgfsin^. 

Man hat: 

^*Ö/o'-"2/o)-^yK'-^o) 
= {(%' - yo)^' - (^0' - ^0) Wy} cos^ + {(yo' - yo)n, - (V - ^o)^v} sin *'• 

Ersetzen wir hierin m, durch »^^Sy — n^Sx, my durch w^Sa? — w^s», 
w, durch s«my — Sym^, ny « m«5, — fnzSx, so ergibt sich: 

^^(W - J/o) - ^y(V - ^0) ^ K cos^ - mx sin^)2;(a;o' - aJo)«a: ^ 

— Sx COSifI]{XQ — aJo)^« + Sx sin^27(iCo'— iCo) War. 

Wenn wir diese Gleichung mit sin^ multiplizieren und im 
ersten Gliede rechts statt w^-sin^ den Ausdruck ra- — w« cos V» setzen, 
so folgt: 

{^»{yd - 2/0) - ^y(V - ^0)} sin^ = ra: oosilß2](Xfl - i»o)5« - mx2:{x^ - a^o)«* 

— 5a:sin^(cos^27(iro' — a;o)Waj — sin^27(^o'""^o)^«)> 

damit findet sich: 

m 

cotg|8ini^ 
+ Sx 2 (sin^2;(a;o' — x^mx — cos^i:(rro' — x^nx) 

+ y-;r 2 I COtg I C0BiI;2](Xq' - iTo) S* ■- ^^;r (i^o' + ^Jp) } V . 

»1* 
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Nnn sei: 



— 2 ^ COtg- JS(V -a^o)«« - ^iy 

—2 "2- cotg 2 2:(a;o'-a;o)5x - m^, 

- cotg 1 2;(a;o' - a?o)i»x - p, 

|cotg|2:(iro'-a;o)»,-a, 

dann können wir die Gleichungen der Schranbungsachsen, untere 
einen Parameter yerstehend^ in der Form schreiben: 

a; — m^ + Sx{p sin*^ — q sin^ cos^) + tr^, 
y — m^ + Sy{p sin*^ — q sin^ cos^) + tr^, 
^ — m^ + Sj(i?sin'^ — gsinV'Cos^) + tr^. 

Da ^ beliebig gewählt werden kann^ haben wir es mit einer 
einfach unendlichen Schar von Schraubnngsachsen zu tun. Die 
letzteren schneiden die Gerade ^ welche durch den Punkt (%;%;^s) 
geht und die ßichtungskosinus Sxf Syy Ss besitzt, senkrecht. Nehmen 
wir diesen Punkt zum Anfangspunkt eines u, V; ic;- Systems, in dem 
die u- Achse die Richtungskosinus mx, m^, m,, die v- Achse die 
ßichtungskosinus n^, fiy, n,, die tc?- Achse die ßichtungskosinus Sx, Sy, s^ 
besitzt, so sind: 

!*•=-* cos^, t; = ^sin^, ic;=|? sin^^ — g sin^ cos^ 

bei venLnderlichem t und ^ die Gleichungen der Schraubungsachsen- 
fläche. Die Elimination von t und ^ liefert: 

w{u^ + v^) ^pv* — quv. 

Setzt man nun, falls p und q nicht gleichzeitig verschwinden: 

u^u^coss — Vq sin 5, t; = Wq sin « + v^ cos s, w ^ w^ + ^9 

cos 2s =- ,""^ > sin 2« = ■ ^ > 

so ergibt sich die folgende Flächengleichung: 



Wir haben es daher mit einem Zylindroid zu tun, dessen 
Achse gleich Vjp^+g* ist. 
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Die geometrische Bedeutung des Punktes (ntiftn^ym^) er- 
hellt folgendermaßen. Das Quadrat des Abstandes zweier einander zu- 
geordneter Punkte der beiden gegebenen Geraden ist gleich: 

-SK-a?o + *(«o'-ao))*- 
Soll der Abstand ein Minimum sein; so muß die Beziehung: 

bestehen. Dies ergibt: 



2 Bin? 



Die o;- Koordinate des Mittelpunktes der kleinsten Yerrückungs- 
strecke erweist sich gleich: 



<±^-<±^2:i.,'-:c,)s. 



4Bin-J 
2 



d. h. gleich m^. Die Achse des Zjlindroids enthält somit den 
Mittelpunkt der kleinsten Yerrückungs strecke. Die Größe 
dieser Yerrückungsstrecke ist gleich: 



oder: 

Setzen wir: 

2J{Xq' - Xq)s^ => r, 

so folgt aus dieser Gleichung und aus den folgenden: 
^ W - ^o)^x = 2jp tg |; 

daß: 

^0 — ^0 =■ 2 tg I (i?ma. + qn:c) + rs^,, usw. 
Wir haben somit: 

^(V~*o)*-4tg»|(j,* + 2») + r», 

daher wird die Maßzahl der kleinsten Yerrückungsstrecke gleich: 
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Hierdurch ist; falk p und q nicht gleichzeitig verschwinden ^ die 
geometrische Bedeutung der in der Zylindroidgleichung auftretenden 
Konstanten dargetan. 

Wenn aber p und q zugleich verschwinden^ haben die beiden 
Halbgeraden oder ihre Verlängerungen einen Punkt gemein, der keine 
OrtsvenLnderung erfährt. An Stelle der Schraubungen treten hier, 
wie es geometrisch offenbar ist, aber auch sogleich analytisch gezeigt 
werden soll, Drehungen. Die Drehungsachsen gehen durch den gemein- 
samen Punkt und liegen in der Ebene ec; » 0, d. h. in der Ebene, 
welche sowohl die Mittelpunkte aller Verrückungsstrecken, wie die 
durch den gemeinsamen Punkt gezogene und auf beiden Halbgeraden 
senkrechte Gerade enthalt. 

Für die bei einer Schraubung stattfindende Verschiebung fanden 
wir in (3) § 27 S. 305 den Wert: 

T — ar« + hry + er,. 

Dies ergibt gegenwärtig nach (1) S. 321: 

Da aber nach (11) § 26 S. 304: 

«i^x + i^i^y + yin = ra., 

(^r^ + ß^ry + y^r.^ry, 

fh^x + ßzTy + y^r, « r„ 
so erhalten wir: 

r =- 2{x^-x^rx — 2 tg|(jp cos^ + g sin^). 

Sind p und g beide gleich Null, so haben wir es ausschließlich 
mit Drehungen zu tun, da r für jeden Wert von ^ verschwindet. 
Im entgegengesetzten Falle erhalten wir nur eine Drehung und diese 
entspricht dem durch die Gleichungen: 

sin ^ = —-^ — ; cos ^ ~^ — 



bestimmten Wert von ^. Die zugehörige Drehungsachse wird durch 
die Gleichungen: 

festgelegt. 

Eine weitere Eigenschaft der Zylindroidachse ergibt sich, 
wenn man den kürzesten Abstand der beiden gegebenen Geraden be- 
rechnet. Das Quadrat des Abstandes des Punktes {xQ + ha^y y^ + hß^, 
^0 + *yo) d®^ ersten Geraden von dem Punkt {x^ + la^, y^ + Iß^^ 
0Q + I^q) der zweiten Geraden ist: 

2](xJ -Xq + laj - ha^y. 
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Setzen wir statt a^, a^, Xq — x^y usw. die Ausdrücke nix cos ^ — Sx sin ^; 

m m m 2 2 

ntx cos ^ + 5a; sin ^; 2 tg ^ (i?w»,+ gw«) + rSx, usw., so wird das Quadrat 
des Abstandes gleich: 

(2i) tgf + (l- Ä) cosf) + (r + (Z + Ä)8m|) + ^q^ tg»f 

Da das Quadrat des kürzesten Abstandes (S. 218) gleich 4g^tg^^ 

ist^ so bestehen für die den Endpunkten des kürzesten Abstandes ent- 
sprechenden Werte von l und h die Gleichungen: 

2jptg| + G-Ä)cos|-0, r + (Z + Ä)sin|=^0. 

Die ^-Koordinate des Mittelpunktes des kürzesten Abstandes ist: 

—2— + 2 ^o' + 2 ^0 2 1"^ ^^*8 2 ~ ^*^ *8 2 



Wl - SxP tg* 



qp 



Daher liegt der Mittelpunkt des kürzesten Abstandes auf 
der Zylindroidachse. 

Um die vorstehenden Ergebnisse für die Lehre von den Raum- 
kurven frachtbar zu machen, nehmen wir an, daß der Punkt (Xq^ y^j z^ 
eine Kurve beschreibe, und setzen fortan x, y, z statt i^o? 2/« ; ^o- Dabei 
sollen Xy y, z ebenso wie a^, /S^, y^ als FuiJctionen der Bogenlänge s 
der Kurve betrachtet werden. Die Koordinaten x^^ y^y Zq\ ebenso 
die Richtungskosinus a^, ß^j y^ sollen aus Xy j/, Zy a^, ß^, y^ dadurch 
hervorgehen, daß statt s gesetzt wird s+/ds. Dabei werde an- 
genommen, daß der Bogenlänge s ein Wert beigelegt sei, für den 

weder ^; ^y ^ noch -^» -^; -^ gleichzeitig verschwinden. 

Für Uq erhalten wir die Entwicklung: 

fiir xj die Entwicklung: 



dx 

i- 

endlich für (p die Entwicklung: 



^ + 57^^+- 



Beim Grenzübergang zu ^s = ergibt sich: 

^*» ds '^^ ds ds 



'^fi-J)' y^ct-)' 



328 Zweiter TeiL Eurven im Baum. 

somit: 

dßo_o du 
. ^* d8 ^^ ds . 

Die Entwicklung von -d" (S. 323) nimmt die Form an: 

sintf) ' 

Daraus geht hervor^ daß dem Werte V' = keine Schraubungsachse 
entsprechen kann. 

Für den Parameter der zu ^ gehörenden Schraubenbewegung 
hat man bei Js » 0: 

^57 , . 2jdiV'~d i^^'-dl) . , 

COS^ + ^-^/(^aX» ^"^* 



Ä; =- — sin^ 
und zudem folgt 



V2&r 2m 



^)dx da^ 
^j ds ds 



2fö) 



jp = 






1/2(4?)' 2(4?)' 



Betrachten wir nun einige besondere Falle! 

I. Wenn Uq ==» a, jSq = jS, y^ = y, so ergibt sich: 

m, = a, n^. = — iL, 5« — ü, 

r^. = a cos ^ — iL sin ^, 

mi = r», ^2 = 2/; ^8 = ^^ JP = (>; 3 =- 0. 

Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter I im vorigen Para- 
graphen; jede Erzeugende desselben, mit Ausnahme der Kurven- 
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tangente (^ = 0)^ hat die Eigenschaft einer Schraabungsachse. Die 
Drehungsachse entspricht dem Werte V' =■ y 

n. Wenn a^ — Z, /J^ — m, y^ — n, so ergibt sich: 

a X a X 

m^-^l, War — -— ==; 5x- '^ 



r, =- i cos ^ + 



a_X 
r Q 



Vh+h 



m^^x + l-:r'^7 m^-^y + m^r^} m^^e+ n-r^-jy 

_4._ —4-— — -1- — 

p>^r« 9«^r« p«^r> 



p=-0, 2- 






Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter II des vorigen Para- 
graphen; jede Erzeugende desselben^ mit Ausnahme der Hauptnormale 
der Kurve y besitzt die Eigenschaft einer Schraubungsachse. Eine 
Drehungsachse kommt nicht vor. 

ni. Wenn Oq = iL, ßo'^ ii, yo^ v, so ergibt sich: 

IHx = ^y W« ■■ CC, Sx ■■ If 

ra; =» >l cos ^ + a sin f, 
m^^x, m^='y, Mj — je?, i) — 0, q^r. 

Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter III des vorigen 
Paragraphen; jede Erzeugende desselben, mit Ausnahme der Binormale 
der Kurve, besitzt die Eigenschaft einer Schraubungsachse. Eine 
Drehungsachse kommt nicht vor. 

Bemerkung. Die allgemeine, in diesem Paragraphen behandelte 
Aufgabe ist wohl zuerst von E. Lamarle (Theorie geometrique des 
centres et axes instautanes de rotation, Brüssel u. Paris 1859, S. 113, 
vgl. B. V. Lilienthal, Jahresbericht der deutschen Mathematiker- 
vereinigung, Bd. 11, 1902, S. 38) für den Fall unendlich naher Lagen 
der Geraden gelöst. Daß die sich ergebende Achsenfläche ein Zylindroid 
ist, hat Lamarle nicht bemerkt, ebensowenig C. Moshammer 
(Wiener Sitzungsber. 1876, Bd. 73, Abt. 2, S. 143) und Pelisek- 
Miloslaw (Archiv d. Math. (2) Bd. 7, 1889, S. 1), die auf synthetischem 
Wege den Fall endlich verschiedener Lagen untersuchten. Den Nach- 
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weiS; daß die Achsenfläche stets ein Zjlindroid ist; erbrachte unter 
Benutzung der GraBmannschen Methode F. Rath (Mathem.-naturwiss. 
Mitteilungen, Stuttgart, (2) Bd. 6, S. 85, 1904 und Bd. 7, S. 9, 1905). 
Von dem Zylindroid wird im zweiten Bande dieser Vorlesungen aus- 
führlicher die Brcde sein. 



§ 31. TranslationsstraUen und Binormalstrahlen. 

Wir gehen jetzt zurück zu der einem beweglichen Dreikant zu- 
geordneten Schraubenbewegung. Die Achsen des Dreikants bildeten 
das I, rjy S- System. Die Schraubenbewegung war bestimmt durch 
die Schraubungsachse (l^, i^j, g^; r$, r,^, r^) und den Parameter h. Durch 
den Punkt (l^, rj^, g^) werde senkrecht zur Schraubungsachse eine Ebene 
gelegt. In ihr ziehen wir vom Punkte (|j, rj^, g^) aus zwei zueinander 
senkrechte Halbgerade mit den Bichtungskosinus p^, p^, p^] q^, q,jy q^j 
jedoch so, daß: 

JP5 Pn JPC 

2S ir, qi; -1. 

n ^ n 

Irgendein Punkt dieser Ebene besitzt die Koordinaten: 
I' « li + t; {p^ cos Wo + gs sin Mo), 
rl ^n^+v {pn cos Mo + qr^ sin Mq), 
g' =- 5i + V {pi; cos Mo + 2? sin Uq\ 

Hierin bedeutet v die Maßzahl des Abstandes der Punkte (|', iy', g') 
und (li, 1^1, gl), während Uq die Maßzahl des Winkels bedeutet, den 
die vom Punkte (i^, i^j, g^) aus durch den Punkt (i,\ ir{, g') gezogene 
Halbgerade mit der Halbgeraden {p^j p^i, p^ bildet. 

Nehmen wir nun eine Schraubung des Raumes vor, bei der die 
Größe der Drehung mit u bezeichnet werde, so gelangt der Punkt 
(5', ij', 5') in eine neue Lage, deren Koordinaten: 

I = li + v(p$ cos(Mo + m) + gi sin(Mo + M)) + Tcur^, 

(1) i?=iyi+ t?(p,yCos(Mo + M) + g,;Sin(Mo + M))-[-ÄMr,^, 

, 5 »^ &i + «^ (p? cos (mo + u) + q^ sin (Mo + u)) + Jcur^ 
sind. 

Auf diese Weise werden durch eine Schraubenbewegung doppelt 
unendlich . viele Schraubenlinien bestimmt, längs derer u veränderlich 
ist, während die Parameter durch v und Mo vertreten werden. Durch 
jeden Punkt des Raumes, der nicht auf der Schraubungsachse liegt, 
geht eine und nur eine Schraubenlinie hindurch. Dieselbe ordnet 
dem Punkte drei Gerade zu, nämlich die Tangente, die Binormale 
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und die Hauptnormale der durch ihn bestimmten Schraubenlinie. Die 
erstere nennen wir nach dem Vorgange von C. Küpper (Monatshefte 
für Math. u. Phys., 1. Jahrgang, 1890, S, 95) den Translations- 
strahl des Punktes, die zweite wollen wir den Binormalstrahl 
des Punktes nennen. Die dritte fällt mit der Geraden zusammen, 
die dnrch den Punkt hindurchgeht nnd die Schraubungsachse senk- 
recht schneidet; sie braucht also nicht besonders bestimmt zu werden. 

Wir berechnen zunächst die Richtungskosinus des Translations- 
strahls eines beliebig gewählten, aber nicht in der Schraubungsachse 
liegenden, Punktes (|, ly, g). 

Man hat: 

d w ^ ("" -^^ ®^ (**o + ^) + ä'l cos (t*o + w)) + Är^ 

Da aber: 

t; cos (Wo + w) = ^(1 - li)p$, V sin (uq + w) -= 2;(| - 1^) gg, 
so folgt: 

H = (^ ~ Vi) i-P^Qn + i^Pn) + (f - ?i) (-Pm + «K) + ^n 

- Jen + rS - ti) - n(v - %). 

Die Richtungskosinus des Translationsstrahls des Punktes 
(I, i;, g) sind somit proportional den Zahlen: 



(2) { 



Pzk +pM- Vi) -pS- ii)- 



Auf Grund der Gleichungen (11) § 28 S. 313 findet sich: 

Die fragliehen Richtungskosinus sind daher ebenfalls pro- 
portional den Zahlen: 

(3) ii+Pit-PsV, fe+i^sl-i^iS, qz+PiV-'P2^' 

Wir berechnen ferner die Richtungskosinus des Binormalstrahls 
eines beliebig gewählten, aber nicht in der Schraubungsachse liegenden 
Punktes (|, i?, g). 

Da die Binormale senkrecht zur Tangente und zur Hauptnormale, 
die letztere senkrecht zur Tangente und zur Schraubungsachse liegt, 
müssen die Richtungskosinus der Binormale proportional sein den 
Zahlen: 

dn l dri d^\ dt ( dl dl\ 

duXldv, ndu) dz<^\ Cdw sat*/ 
oder: 

/d|\2 dl ^^ dl 



^/df\2 dl „ dl 
r.IlK^] -^2r.^j usw. 
5 \dul du idu 
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Wendet man hier die Bestimmungen: 

^^Jcr^ + rß - ej - r^(ri - lyj, usw. 

an, so zeigen sich die Bichtungskosinus des Binormal- 
strahls des Punktes (|, rj, ^) proportional den Zahlen: 

r,2{r,it - ?i) - niv - vi)y - * (n (I - y -n(t- Q), 

oder, wenn man die Gleichungen: p^r^^ —p^^^ = q^ — JPi^; ^sf. berück- 
sichtigt, proportional den Zahlen: 

Pi^iQi +Pii'-PzVy - (ii+Pit-PsV)^Pi2u 
Pi^iii+Pi^-PiVY - (a^+Ps^-PiO^Piüu 

Pz^{q.i +Pii -Pznf - (28 +PiV -ÄÖ^Ääi- 

Wir gelangen zu geometrischen Sätzen, wenn wir die 
Translations- und Binormalstrahlen der Punkte einer ge- 
gebenen Geraden oder einer gegebenen Ebene betrachten 
und nach den besonderen Fällen fragen, die hier möglich 
sind. 

§ 32. Translationsstrahlen der Punkte einer Geraden« 

Wir nehmen eine Gerade als durch die Gleichungen: 

S = lo + ^«o, v-vo + ißo, &-§o + ^yo, W + /Jo' + yo' = i) 

gegeben an. Für das Folgende ist* es nötig, die Lage und Größe des 
kürzesten Abstandes der Geraden von der Schraubungsachse zu be- 
stimmen, falls die Gerade nicht dieser Achse parallel ist. 
Der Punkt kürzesten Abstandes gehört zu dem Werte: 

^(Si-So)(«o-rg2;aorp 
von t. Der Zähler von Iq ist zunächst gleich: 

und damit gleich: 

^(nr^ - ßon) {rSi - So) - n (%- %)) 
oder: 

Ji^CroÄ - ßoPa) (- i»!* + P2 (?i - So) - Ps (% - Vo)], 
wo: 

w'-Pi' + V + !>»*• 
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Setzen wir daher: 

Äj ^p,h + a(6o- li) --Pi(&)- Ü; 
«8 »- ft* + Pi(% - Vi) -i>2(5o - 5i) 
oder^ was nach dem Obigen dasselbe ist: 

so folgt: 

Die Koordinaten des Punktes kürzesten Abstandes der Geraden 
Yon der Schraubungsachse bezeichnen wir mit ^, i^qq, i^, so daß: 

5oo = lo + *oao* ^00 =- % + ^oÄ; Soo "=" So + ^0^0- 

Die Maßzahl des kürzesten Abstandes (e) der Geraden von der 
Schraubui^achse wird gegeben durch die Gleichung: 

^(eo-Si)(ro^-ftr^) 

e-= :z; — * 

Vl-(2;aor5)' 
oder: 

-S^Q^o (Pt (fc - gl) - P, (t?o - T?i)) Je2a^p^-2a^n^ 

Die Bedeutung des Vorzeichens von e entnehmen wir der Be- 
trachtung auf S. 190. Durch den in der Schraubungsachse liegenden 
Endpunkt des kürzesten Abstands ziehen wir die Halbgerade (11) mit 
den Richtungskosinus a^y ß^, ^q^ wahrend die Halbgerade (I) die 
Bichtongskosinus n, r y r. besitze. Je nachdem der kürzeste Abstand 
in der Halbgeraden (IV) oder in der ihr entgegengesetzten Halb* 
geraden liegt, ist e positiv oder negativ. 

Wir fragen zunächst, unter welcher Bedingung eine 
gegebene Gerade der Translationsstrahl eines ihrer Punkte 
ist. Ist dies der Fall, so muß es einen solchen Wert von t 
geben, daß die Richtungskosinus der Geraden gleich den Richtungs- 
kosinus des Translationsstrahls des zu diesem Werte von t gehörenden 
Punktes werden. Bezeichnen wir daher mit jp einen Proportionalitäts- 
faktor, so muß sich t aus den Gleichungen: 

oder: 

^1 + Kp^ro-PBßo)'-p<^o> 
^2 + KPB^o'-Piyo)-pßo9 

^B + KPißo'-P2<^o)=PYo 
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bereclmen lassen. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe 

nach mit jpg^o ""JPs/'o; JPs^o — JPiyo? Pißo — A^o ™<i addieren sie, so 
entsteht: 

Dies besagt; daß wir nur dann einen endlichen Wert von t er- 
halten kqnnen, wenn die Gerade nicht parallel der Schraubungsachse ist. 

Multiplizieren wir unsere Gleichungen der Reihe nach mit cc^^ßo, y^y 
dann mit jp^, jp^^^^ und addieren sie jedesmal^ so entsteht: 

Daher muß die Bedingung: 

oder: 

erfüllt sein. 

Aus der Gleichung für den kürzesten Abstand e folgt: 



somit gewinnt unsere Bedingung die Gestalt: 



Ä;== — e 



j?«oPi 



oder, wenn wir mit ^ den Winkel der Geraden mit der Schraubungs- 
achse bezeichnen, und: 



^^oPi = ^ ^08 ^> V"^^ "~ {^^aPif = «*? sin^ 
setzen: 

Tc^ — e cotg ^. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die Gerade, wie der 
obige Wert von t zeigt, der Translationsstrahl desjenigen 
ihrer Punkte, in dem sie den kürzesten Abstand von der 
Schraubungsachse besitzt. 

Auf jeder Geraden, die nicht der Schraubungsachse parallel istj 
besitzt der Punkt kürzesten Abstandes von der Schraubungsachse 
eine kinematische Bedeutung. Fassen wir nämlich in den Gleichungen (1) 
des vorigen Paragraphen die Veränderliche w als die Maßzahl der 

Zeit auf, so kommt jedem Punkte die Geschwindigkeit 1/ ^(j-j 

zu, die wir mit V bezeichnen wollen Die Geschwindigkeiten der 
Punkte einer Geraden hängen von der einen Veränderlichen t ab; 
wir können daher nach einem Maximum oder Minimum dieser Ge- 
schwindigkeit fragen. Man hat: 



V^^^,Z(n,^t{p,Y,-p,ß,))\ 
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Da die zweite Ableitung von V^ nach t positiv ist^ haben wir 
es nur mit einem Minimum der Geschwindigkeit zu tun, und dieses 
findet im Punkte des kürzesten Abstandes der Geraden von der 
Schraubungsachse statt. Wir wollen fortan diesen Punkt als den 
Nullpunkt der Geraden bezeichnen. 

Wir fragen ferner nach der von den Translationsstrahlen 
der Punkte einer Geraden gebildeten. Fläche. 

Die Gleichungen des zu dem Punkt (1^+ ta^^ 7^^+ tß^, 5^+ ^y^) 
gehörenden Translationsstrahls sind: 

l = lo + ^cfo + *K + Ki>2yo-i>sM' ^^^• 

Betrachten wir hier t und h als veränderlich, so haben wir die 
Gleichungen der zu bestimmenden Fläche vor uns. 

Ist die Gerade parallel der Schraubungsachse, so werden |, rj, g 
lineare Funktionen von t und %. Unsere Fläche ist alsdann eine 
Ebene mit der Gleichung: 

Für eine nicht zur Schraubungsachse parallele Gerade nimmt die 

Determinante der Koeffizienten von t, %, th in den obigen Gleichungen 

den Wert: 

^^i{iPs%-Piro)Yo- (Pißo-Pi^o)ßo} 
öder: 

an. Da ^Pi^t^^PiQu so besagt das Verschwinden der Determinante, 
daß wir es mit einem Translationsstrahl zu tun haben. In diesem 
Falle ist unsere Fläche wiederum eine Ebene. Ihre Gleichung besitzt 
die Form: 

2:(|-|„)(«o^«oi'i-i'i) = o. 

Sie zeigt, daß die Normale der Ebene senkrecht zu dem kürzesten 
Abstand der Geraden von der Schraubungsachse ist; die Ebene 
selbst fällt also zusammen mit der zu dem Nullpunkte der 
Geraden gehörenden Schmiegungsebene der durch den Null- 
punkt gehenden Schraubenlinie. 

Wenn die gegebene Gerade weder der Schraubungsachse parallel 
ist, noch mit einem Translationsstrahl zusammenfällt, ersetzen wir den 
Punkt do, %, So) durch den Nullpunkt (1^^^, tjqq, f^o) ^®^ Geraden und 
vollziehen die Elim^ation von t und h aus den Gleichungen der 
Flache, wie folgt. Es sei: 
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1 + (r + Ti)27a0jpi + tt^w^ =- 0. 

Hier bedeuten a^^ ^i/y a^; &f; &,;; &^; c^y Cri, ci; die Bichtungskosinus 
dreier zneinander senkrechter Richtungen^ von denen die letzte sowohl 
zn der gegebenen Geraden wie zn der Schranbungsachse senkrecht 
ist. Da zwischen den Zahlen t und r^ nur eine Beziehung an- 
genommen wurde; liegt es in unserer Hand^ noch eine zweite hinzu- 
zufügen. Wir setzen: 

'S(|-|«,)a£-r, m-i^)hi-rf, 2ii-Uci-t'. 

Wenn in ^, %^y n^ die Zahlen 1^; ri^^ t^ durch 1^^ tj^q, ^ ersetzt 
werden^ möge ^i; ^2; ^s entstehen^ so daß: 

^1 - 2i + P2S00 —PsVwf ^SW' 
Man hat dann die Beziehung: 

die aussagt; daß der Translationsstrahl des Nullpunktes der Geraden 
auf dem kürzesten Abstände der Geraden von der Schraubungsachse 
senkrecht steht. Da: 

erhalten wir: 

6 O ^ 

Aus den ersten beiden dieser Gleichungen folgt: 

(r - Tj) (Sa^p^Zcc^ip^ - 2p^ q^) 
j^_ ''6[l+t,2a,p,U' + a,(l+t2a,pM 
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Unterwerfen wir die Zahlen t und x^ der weiteren Bedingung: 

so erhalten wir die Flachengleichung in der Form: 

unsere Fläche ist also ein hyperbolisches Paraboloid. 
Der Scheitelpunkt desselben fallt mit dem Nullpunkte der Geraden 
zusammen. Längs der Geraden ist: 

längs des Translationsstrahls des Nullpunktes ist: 

somit fallen die sich im Nullpunkte schneidenden Erzeugenden des 
Paraboloids mit der Geraden und dem Translationsstrahl ihres Null- 
punktes zusammen. 
Man hat: 

Ttfj* = T + 2tti2Ja^Pi — Ti (1 + (t + ri)2;aoJPi) = (t - r^) (1 + t^Sa^p^), 

T,tf«= - (t - Ti) (1 + tUa^p^). 

Die Gleichung unseres Paraboloids läßt sich daher auch in der Form: 

schreiben. Sobald Ea^tlf^ gleich Null ist^ erhalten wir ein gleich- 
seitiges Paraboloid, da die Koeffizienten von |'* und rl^ entgegen- 
gesetzt gleich werden. Die Beziehung 2Jao^i = bedeutet geometrisch, 
daß die gegebene Gerade auf dem Translationsstrahl ihres Nullpunktes 
senkrecht steht. Weitere Bedeutungen dieser Beziehung werden wir 
im nächsten Paragraphen kennen lernen. 

Für eine Hauptnormale einer Schraubenlinie ist 2f^Pi gleich 
Null, und da ihr kürzester Abstand von der Schraubungsachse ver- 
schwindet, auch UccQjt^ gleich Null. Man hat aber: 

T. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 22 
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In diesem Falle ist: 

1 + tt^w^ = 0, und Tj + tr^ = 0, 
daher: 

tf« » <y^« = 2. 
Die Determinante: 

ag tttj a> 

6^ h^ h^ 

C| c,^ «^ 

soll den Wert Eins besitzen. Dann folgt allgemein: 

und in unserem Fall: 

2 

r — r. — — 
1 w 

Damit erhält die Gleichung des zu einer Hauptnormale gehörenden 
Paraboloids die Form: 

§ 33. Der lineare Komplex yon Geraden. 

Unter welcher Bedingung ist eine Gerade, die weder 
die Schraubungsachse schneidet, noch ihr parallel liegt, 
der Binormalstrahl eines ihrer Punkte? 

Wenn wir die Gerade wieder als durch die Gleichungen: 

I — lo + ^^09 iisw- 
gegeben annehmen, so müssen die Beziehungen: 

bestehen, wo p einen Proportionalii^tsfaktor bedeutet. Multipliziert 
man diese Beziehungen der Reihe nach mit r§, r^, r^, dann mit | — Ij, 
V — Vi} S — &i; dann mit r,^(g — Q — ry(ri — ly^), usw. und addiert sie 
jedesmal, so ergibt sich: 

^(^(& - Si) - n{n - ni)f --p^^n> 

folglich: 

2;ao (An + r,it- Q - n{7i - m)) - o 

und: 
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Die erste dieser Bedingnngen sagt aaS; daß die Gerade zu 
den Translationsstrahlen aller ihrer Punkte senkrecht sein 
muß. Da sich die Bedingung aber, wenn man ^, % g darch if^+ta^, nsw. 
ersetzt; von t frei erweist, indem sie die Form: 

2a^%^ — 

annimmt; so lehrt sie weiter, daß, wenn die Gerade auf dem 
Translationsstrahl eines ihrer Punkte senkrecht steht, sie 
zu den Translationsstrahlen aller ihrer Punkte senkrecht 
ist; oder mit anderen Worten, daß sie eine Normale aller 
durch sie hindurchgehenden Schraubenlinien ist. 
Die zweite dieser Bedingungen wird durch den Wert: 

von t erfüllt Dieser Wert gehört aber nach § 32 S. 332 zu dem 
Nullpunkte der Geraden. Wir haben daher den Satz, daß jede 
weder die Schraubungsachse schneidende noch ihr parallele 
Gerade, deren Bestimmungsstücke der Gleichung: 

genügen, der Binormalstrahl ihres Nullpunktes ist. 

Die Gesamtheit der Binormalen unserer Schraubenlinien nennen 
wir einen linearen Komplex von Geraden. 

Der Grund dieser Benennung beruht auf folgender Erwägung. 

Schreiben wir unsere Bedingung in der Form: 

«iCfo+^2/'o+23ro+jPi(yo^o--/'o?o)+jP2K?o-yoy+jP8(/'oio-<«o%)='0, 

so stellt sie eine lineare homogene Gleichung zwischen den sechs 
Zahlen: 

«o; ßo7 n> nvo-ßo^, cfo?o-yoSo7 /^o^o-^o^ 

dar. Diese Zahlen oder solche, die ihnen proportional sind, sieht 
J. Plücker (Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die Be- 
trachtung der geraden Linie als Baumelement Leipzig 1868) als die 
Koordinaten einer Geraden an. Jede homogene Gleichung zwischen 
diesen Koordinaten ist für Plücker die Gleichung eines Linien- 
komplexes, und zwar je nach ihrem Grade die eines linearen, 
quadratischen, kubischen Komplexes, usf. Die Tangenten 
unserer Schraubenlinien bilden hiemach einen quadratischen Komplex, 
da die Bedingung für einen Translationsstrahl sich in der Gestalt: 

schreiben läßt. 

Liegt eine GleiAung von der Form: 

22* 
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vor, in der weder die Koeffizienten D, E, F zugleich verschwinden, 
noch der Ausdruck: 

ÄD + BE+ CF 

den Wert Null besitzt, so fallen die durch die Gleichung bestimmten 
Geraden mit den Binormalen oder, wie wir nach dem Obigen auch 
sagen können, mit den Normalen aller Schraubenlinien zusammen, 
die durch eine Schraubenbewegung entstehen, deren Achse durch die 
Gleichungen: 

D £J F 



^ FC "BF FA--GD . DB-ÄE 

5i "" I>« + JS7«+F*' '^1^ D* + F*+F*' ^1 "* D*+F* + F*' 

deren Parameter durch die Gleichung: 

, AD + BE + CF 
'^"' D' + ^^ + JP« 
bestimmt wird. 

Verschwindet der Ausdruck AD + BE + (7JF, so nennt Plücker 
den Komplex einen speziellen. Hier ist für jede Gerade der kürzeste 
Abstand e (§32 S. 333) gleich Null; der Komplex besteht also aus 
allen Treffgeraden der Achse. 

Die Plücker sehe Theorie ist entweder ein Beispiel dafür, daß 
rein formale Überlegungen zu wichtigen geometrischen Begriffs- 
bildungen fuhren können, oder sie ist, erst nachdem sich ihr Urheber 
auf anderem Wege von der Bedeutung des Komplexbegriffes überzeugt 
hat, unter dem Vorbilde der gewöhnlichen Theorie der Ebene und 
der Flächen zweiten Grades aufgestellt. 

Plücker faßt (a. a. 0. S. 57) die Geraden eines linearen Kom- 
plexes als Tangenten von Schraubenlinien auf. Dies ist aber un- 
zweckmäßig, weil diese Schraubenlinien nicht einer, sondern unendlich 
vielen Schraubenbewegungen ihr Dasein verdanken, indem die Para- 
meter der letzteren sich mit den die Schraubenlinien enthaltenden 
Kreiszylindern ändern. 

Ersetzen wir nämlich die Zahlen g^, g^, ^3 durch die Zahlen: 

wo: 

cos ^ == 27^0^5, sin ^ « )/l — {Sa^rj^'^, 
so ändern sich die Ausdrücke li, ^1, f^ nicht, während statte der Wert: 

/j' =» — ÄJ cotg^^ 
auftritt. Die Bedingung für einen Translationsstrahl nimmt die Form an: 
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oder: 

J^OoPi-^Soo^^i— 0; 

sie ist also für eine Eomplezgerade erftUlt, d. h. eine solche Gerade 
ist ein Translationsstrahl bei einer Schranbenbewegong^ die sich nar 
durch den Parameter von der bisher betrachteten unterscheidet. Für 
eine Komplezgerade hat man: 

c — ÄJ cotg ^, 
daher: 

'^ k 

Der kürzeste Abstand e ist aber der Halbmesser der Querschnitte 
des Kreiszylinders ^ auf dem alle Schraubenlinien liegen^ bei denen ^ 
denselben Wert besitzt^ somit ändert sich der Parameter V mit diesen 
Ereiszylindem. 

§ 34. Konjugierte Gerade. 

Wir legen durch die Punkte einer gegebenen Geraden 
Ebenen^ die zu den Translationsstrahlen der Punkte senk* 
recht sind^ und fragen nach dem Umhüllungsgebilde dieser 
Ebenen. 

Ist die Gerade parallel der Schraubungsachse^ so liegt eine Schar 
paralleler Ebenen vor. 

Ist die Gerade ein Eomplexstrahl^ . so enthalten die Ebenen 
sämtlich den Strahl selbst; sie bilden also einen Büschel, dessen 
Achse die Gerade ist. 

Wir schließen diese beiden Fälle aus und erhalten als Gleichung 
der Ebenenschar die folgende: 

27(1 - lo - ^«o) (% + Kp^n -pM) - 0, 

oder: 

27(1 - lo)% + nm - y (P^n -Pzßo) - ^^o^i} - 0. 

Die Ebenenschar bildet daher einen Ebenenbüschel. Die Achse 
des letzteren ist die Schnittlinie der beiden Ebenen mit den Glei- 
chungen: 

m j2(|-ioK-o, 

^ ^ U(l - lo) (P,?o - pM - Sa,«v 

Diese Schnittlinie nennt man die der gegebenen Geraden in 
bezug auf den Komplex konjugierte Gerade. 

Die Bichtungskosinus der konjugierten Geraden sollen mit 
ccQy ß^y Yq bezeichnet werden. Sie sind proportional den Zahlen: 

^2 (Pißo -JP2O - ^sCjPs^o -PiToJf ^sw., 
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die sich nicht ändern, wenn wir statt 5o) Vo) ?o ^® Koordinaten 
loo; ^00^ Soo ^^^ Punktes kürzesten Abstandes der gegebenen Geraden 
von der Schraabnngsachse setzen. Da: 

so erhalten wir: 

(2) { 

/' y2;tp,«.(«;«-(2;c.,i>,)>) 

Ist die gegebene Gerade ein Translationsstrahl, so steht 
ihre Konjugierte auf ihr senkrecht. 

Der Punkt kürzesten Abstandes der konjugierten Geraden von 
der Schraubungsachse besitze die Koordinaten |^, rj^, i^. Dann ist: 

^(Qi+P2^io -p^vJiP^ro -pM - 0. 

Aber: 

somit: 

^(jli + P2tio'-PsVj {P^Yo -Psßo) - 0- 
Da auch: 

^(ii + Pitoo - JPs^oo) (P^ro -Psßo) = 0, 
so ergibt sich: 

^ ((Soo - U)P2 - (Vio 7 ^00)i>3) iP2n - Pzßo) - 

oder: 

^(lo'o - U («0«^' -Pi^^oPi) - 0. 
Außer dieser Gleichung dienen zur Berechnung von ^^ tj^, i^ 
nach (1) die folgenden Gleichungen: 

-SCIci, - U)(Piro -Paßo) " -Sao«!- 
Um die Determinante: 

aoM'*-l>i2?aoi'i ßo»>'-Ps^<^Pi n^-Pi^ffoPi 

ti ti ^j 

Ptro-Paßo Pi«o-Pin Pißo-Piio 

zu bestimmen, berechnen wir die Adjnnkte des ersten Elements der 
dritten Zeile der Determinante. Man bat: 

(ßoW* -p,2aoPi)i'i - (Yo^^ - Pa^aoPi)'t2 
= (/^o^s - r9^i)^Pt* - (Pi^i -Pzi>i)^«oPx 
= pAPi (ßo^a - nti) - «oiPii's -Pi^»))- (ä-^2 +Piti) (Ptrt -Psßo)- 
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Anf Ghrond der Bedingang: 

^^i(i>2yo-P3Ä)-0 

wird der Faktor von jpj gleich — ^i(i>2yo ""ä/'o)? ^^^ die Adjunkte 
gewinnt die Form: 

Die Determinante wird daher gleich: 

und wir erhalten: 

S(;o - loo + «,«_ (Zalp,y ^«^0 -P3ßo)> ^sw. 

Dies zeigt, daß der Punkt (IJ^, i^^J^, gj^,) in derjenigen Geraden 
liegt, welche den kürzesten Abstand der gegebenen Geraden 
Ton der Schraubungsachse enthält. 

Der senkrechte Abstand (e!) des Punktes (|^, rj^, i^) von der 
Schraubungsachse ergibt sich gleich: 

e + --^0^ , 

d. h. 

e' = Ä;cotg^. 

Um dies Ergebnis geometrisch zu deuten, denken wir die 
Gerade (L), welche sowohl die Schraubenachse wie die gegebene 
Gerade (|qq, tj^q, ^] Oq, /J^, y^) senkrecht schneidet, konstruiert. Ihre 
Gleichungen sind: 

1 = 1 +Ä-^^^M=, usw 

Bewegen wir nun die gegebene Gerade so, daß sie sich parallel 
bleibt, während der Punkt (I^q, i^q^, ^) die Gerade (i) beschreibt, 
so dreht sich die konjugierte Gerade um den Punkt (Ij^, rj^, ^^ auf 
der Geraden (L) und beschreibt die in diesem Punkte auf der 
Geraden (Z) senkrechte Ebene. 

Wir zeigen endlich, daß jede Gerade die Konjugierte ihrer 
Konjugierten ist. 

Die ßichtungskosinus der der Geraden {^^, tj^q, gj^; aj, ß^, y^) 
konjugierten Geraden seien a^\ ß^\ y^"; die Koordinaten des Punktes 
kürzesten Abstandes der letzteren Geraden von der Schraubungsachse 
seien gj^, ri^^ gj^, und zudem werde: 

gesetzt. Man erhält dann: 



80 daß: 
Femer ist: 

Aber: 
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Hieraus folgt: 

Für den Zähler von a^" ergibt sich: 

1(2 - i<i. + i^2^. (i'«yo' - i»,^«')- 

«;« - (2«„'i)x)* - ^(Ay„' -p,ßo'y - '-^A 
womit folgt: 

«00 5oo «?• — (2;ap)* "~" 5oo> Voo ~ ^foo? fcoo feoo^ 

80 daß unsere Behauptung erwiesen ist. 

§ 35. Anwendung des Yorlgen auf die im § 29 betrachteten 
Schraubenlbewegnngen. 

Wir haben im § 29 drei Mannigfaltigkeiten von Schrauben- 
bewegungen betrachtet; und jede derselben umfaßte einfach unendlich 
viele Schraubenbewegungen. Es liegt nahe, die Bolle zu untersuchen^ 
welche die einem gewöhnlichen Eurvenpunkte zugehörigen Geraden^ 
nämlich die Tangente^ die Haupt- und Binormale, die rektifizierende 
Kante und die Erümmungsachse, bei allen diesen Schraubenbewegungen 
spielen. Dabei wollen wir die Berechnung der unter Umständen auf- 
tretenden Paraboloide nicht durchführen , da sie für unsere Zwecke 
zu verwickelt erscheint. 

Die Bichtungskosinus der ^, rj, g- Achsen hinsichtlich des 
Xf y, ;8r-Systems wurden im § 28 mit ccx, ofy, «,; hy lyj lz\ ^x, ^y, h be- 
zeichnet. Ein Punkt, der im |, iy, g-System die Koordinaten |, % t, 
besitzt, möge im x, y, ^s?- System die Koordinaten x, y, besitzen, 
ebenso mögen die Richtungskosinus einer Geraden im a;, y,;?- System 
mit «0, /Jq, ^q bezeichnet werden, wenn sie im |, iy, g;-System mit 
cCqj ß^y ^Q bezeichnet sind. Es bestehen dann die Beziehungen: 

x^x + Ux^ + lxV + ^xi, usw., 

«0 — ^x(^Q + ^xßo + lx7Qy usw. 
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I. In dem Falle^ in welchem das ^, rj, g- System aas der Eorven- 
tangente und zwei Normalen der Kurve bestand; hatten wir: 

ccx'^ cc, Ix'^l cos g) + A sin qp, A« «= A cos <p — l sin qp, 



dip 1 
Pi-äi-J' 




C08<p 


2i-l, 


&-0, 


3,-0. 



Für die Tangente der Kurve ist: 

lo-O, 1^0-0, eo==0; «0 = 1; /»o " 0, ^ = 0, 
folglich: 

Die Tangente ist daher ein Translationsstrahl bei allen 
unseren Schraubenbewegungen. 

Die von den Translationsstrahlen der Punkte der Tangente be- 
strichene Ebene hat die Gleichung: 

7j siiKp + ^ COS 9> « 0, 
Da: 

fj « 2](x — x) {l coBq) + X sing)), 

g = 2](x — a?) (— Z sinqp + X C08(p\ 
so wird: 

r^ sing) + g cosg) = 2J(5 — x)X. 

Die in Bede stehende Ebene fällt also bei allen Schrauben- 
bewegungen mit der Schmiegungsebene der Kurve zusammen. 
Für die Konjugierte der Tangente erhalten wir: 

«o' = 0, /Jo' ™ sin g?, y^' =" cos g?, 
folglich: 

V-=^, ?o'-=/^, ro-v. 

Da: 

loo = 0, 1700=== 0, ^00 = 0, 
so folgt: 

Soo==0, i?oo==(>cosg), too (>sing) 

und: 

Die Konjugierte der Tangente fällt daher bei allen Schrauben- 
bewegungen mit der Krümmungsachse zusammen. 

Die Krümmungsachse besitzt im a:, y, ^-System die Gleichungen: 

x-^ X + qI + hX, usw., 

wo h den veränderlichen Parameter bezeichnet. Im |, i^, J:- System 
besitzt sie die Gleichimgen: 
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7j '^ 2J{qI + hX) (l cos 9? + X sin 9?), 

g = 2(qI + hX) (— Z sin 9? + 2 cos 9?), 
somit: 

lo = 0, % = 9 cos 9?, go = — 9 s"i % 
cCq^O, /So = sin % n ™ cos 9?, 

^«0^1 -=9(57 -7)' ^<^oPi--^> 
also: 

Die Erümmungsachse ist daher bei allen Schrauben- 
bewegnngen ein Translationsstrahl. 

Die Gleichung der von den Translationsstrahlen der Punkte der 
Erümmungsachse bestrichenen Ebene ist | = 0; sie fällt daher mit 
der Normalebene der Eurve zusammen. 

Die rektifizierende Eante hat im a;, y,;?- System die Gleichungen: 

— X a 

X^X + h -^-==y USW., 



y?+r.' 



im I; Tj, g- System hat sie die Gleichungen: 

1 siiiqp cosqp 



somit: 



T/i+i. y^^^ y^+i. 

6,-0, <k-0,\-0, 

1 Binqp COSqp 

»• /> P 9 



Vi,*h V^h V?+r. 

«1-1, «, = 0, «3 = 0, iSa^i»! • 

Die rektifizierende Eante ist daher bei keiner Schraubenbewegung 

ein Eomplezstrahl. 

Die Gleichung: 

dcp 



'•&+^) 
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zeigt, daß die rektifizierende Kante auch bei keiner Schranben- 
bewegong ein Translationsstrahl ist; denn f&r 9 » const. wird die 
rektifizierende Kante der Schranbungsachse parallel , nnd die Parallelen 
zur Scbranbnngsachse haben wir nicht zu den Translationsstrahlen 
gerechnet 

TTm die Konjugierte der rektifizierenden Kante bei einer Schrauben- 
bewegong zu bestimmen, bemerken wir zunächst, daß: 

loo - »?oo = Soo - 0. 
Man erhalt femer: 

< '^ 0, /Jo' ■= ^^ % ?o - cos 9>. 
Da: 



so ergibt sich: 



nnd weiter: 






^«+r» 



also im x, y, jsr- System: 



ds ds 



Die Konjugierten der rektifizierenden Kante sind daher der 
Binormale parallel und liegen in der Normalebene. 

Zu jeder unserer Schraubenbewegungen gehört ein linearer 
Komplex. Die Gleichung eines solchen ist: 

«o + ^(«o?o-yolo) + ^(^oSo-«o'?«) + (|f-7)(yo%-/Jo?o)-0. 

Hierin spielt die mit den einzelnen Schraubenbewegungen veränder- 
liche Zahl -—■ die Bolle eines linear auftretenden Parameters. 

ds r 

Man kann daher mit Plücker die vorstehende Gleichung als die 
einer linearen Schar von Komplexen auffassen. 

Die allen diesen Komplexen gemeinsamen Geraden fallen zu- 
sammen mit den Geraden, welche den beiden, durch die Gleichungen: 

dargestellten Komplexen zugleich angehören. 
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Für den ersten dieser Komplexe ist in den Bezeichnungen des 
§ 33 S. 339: 

A^l, JB-0, C«0, JD = 0, J5»?^, F»^-^^^ 

Der Komplex ist also ein spezieller. Seine Achse wird bestimmt 
durch die Gleichungen: 

r§ «0, r,, = sin q), r; = cos tp, 

ii = 0, ^1 = (> cos % fi = — () sin % 
oder im x,y,is-Syatem: 

rx =- ^, ^y == /i, r^ = V, 

Die Achse fällt also mit der Krümmungsachse zusammen. 

Der zweite Komplex ist ebenfalls ein spezieller und seine Achse 
wird von der Tangente der Kurve gebildet. 

Die allen Komplexen der linearen Schar gemeinsamen 
Geraden schneiden sowohl die Tangente wie die Krümmungs- 
achse. Sie bilden also eine doppelt unendliche Schar von Geraden. 
Eine solche nennt man nach Plücker eine Linienkongruenz, 
nach E. E. Kummer ein Strahlensystem. 

Im besonderen gehören die durch den betrachteten Kurvenpunkt 
gehenden Normalen der Kurve allen Komplexen der Schar an. 

Der Satz, daß das betrachtete Strahlensystem aus den Schnitt- 
geraden der Tangente und der Krümmungsachse besteht, kann auch 
folgendermaßen bewiesen werden. Eine Gerade, deren Bestimmungs- 
stücke der Gleichung: 

genügen, ist entweder der |-Achse parallel (y^ = /J^ « 0) oder sie 
schneidet die |- Achse, d. h. die Tangente. Die erste der Glei- 
chungen (1) ergibt für Yq ^ ßo = 0: 

Q + ^^sinq) — % cos 9? =- 0, 

oder im oj, y, ;^- System: 

2(xq — x)1 — () = 0. 

Der Punkt (|q, i^q, ^q) muß sich also in einer Ebene befinden, 
die die Krümmungsachse enthält imd zur rektifizierenden Ebene 
parallel ist. Die in dieser Ebene befindlichen Parallelen zur Tangente 
gehören dem Strahlensystem an. — Wenn die Gerade die Tangente 
schneidet, können wir % = &o = ^ nehmen. Jetzt ergibt die erste 
der Gleichungen (1): 

, ^ j, C08()p j. sinqp ^ 
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Die Gerade maß also senkreclit zu einer Richtung sein, deren 
Richtungskosinus zu 1, ^ — —y — Jq^^ proportional sind; sie liegt 
somit in einer Ebene, deren Gleichung: 

i-i. + i?^io-e'-y^i. = o 

ist. Bei veränderlichem ^ stellt diese Gleichung ein Ebenenbüschel 
dar, dessen Achse mit der Erümmungsachse zusammenfällt. Daher 
muß jede nicht zur Tangente parallele Gerade des Strahlensystems 
sowolil die Tangente wie die Erümmungsachse schneiden. 

II. In dem Falle, in welchem das g, 17, g- System aus der Haupt- 
normale und zwei in der rektifizierenden Ebene liegenden Eanten 
gebildet war, hatten wir: 

ttx = a cos q) + ksintp, ?* — i, ilj. « iL cos 9? — a sin 9, 

BÜnw cosqp dq> coBop , sinqp 

Pi — f--r' p»'-dF' p» — r-^r' 

q^ = cos 9>, & =™ 0, & ■= — süi 9- 

^Piii = ^Pi^i = - r 

Für die Tangente ergibt sich: 

«0 — cosg?, /Jq "= 0, yo "= — 81^9; 

Die Tangente ist somit ein Translationsstrahl bei allen 
Schraubenbewegungen. 

Die bei einer Schraubenbewegung von den Translationsstrahlen 
der Punkte der Tangente bestrichene Ebene hat die Gleichung: 

I sin9) + £ cos g? - 1? ^ 9 = 0. 

Der Gesamtheit unserer Schraubenbewegungen entspricht daher ein 
Ebenenbüschel. 

Für die Eonjugierte der Tangente ergibt sich: 

sinqp dcp cosqp 



Vv'^m V¥^' vh^m 

dq> . 1 dw 

-=— Binqp — -5— COS qp 

Q^'^Us) Q^'^Us) Q^'^Kds) 
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Die Gleichungen der Konjugierten im Xy y, ;sr- System sind: 



1 - ^ Ix-^i 



^■'' + rwM''^ + IT7?^'' + '^ 



e' 



+Q >+(?) |/^+fe')" 



usw. 



Bei jeder Schraubenbewegung liegt daher die Konjugierte 
der Tangente in der Normalebene der Kurve. 
Für die rektifizierende Kante ist: 



Q r 



y^+i. 



usw., 



somit: 



cos qp , sin qp sinqp , cos qp 

n. + F n + jr 

Außerdem haben wir: 

So-0; %-=0, .go--0. 
Es folgt: 



Die rektifizierende Kante ist daher ein Translationsstrahl 
bei allen Schraubenbewegungen. 

Die Gleichung der von den Translationsstrahlen der Punkte der 
rektifizierenden Kante bestrichenen Ebene ist: 

i/ = 0. 

Diese Ebene fällt daher bei allen Schraubenbewegungen 
mit der rektifizierenden Ebene zusammen. 

Um die Konjugierte der rektifizierenden Kante bei einer Schrauben- 
bewegung zu bestimmen, ist zunächst der Punkt kürzesten Abstandes 
der rektifizierenden Kante von der Schraubungsachse zu bestimmen. 
Man erhält: 

9 



<0 = 



so daß: 



•n 



ds V p* r 



.8 



1 /sinqp cos qp\ 1 /sinqp cos cpX 

t _ 'q\Q r ) __^ • 7\^*~ Q ) 

ds W'^rV ds W'^rV 
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Damit folgt: ^,_^^ ^,^^^ ^,^^ 

ds ds 

Im a;,^;0- System hat die Konjugierte die Gleichungen: 

x^x+ -^ f- hl, usw. 

57 
Die Konjugierten der rektifizierenden Kante bei den ein- 
zelnen Schraubenbewegungen sind daher der Haliptnormale 
parallel und liegen in der Normalebene. 

Die Krümmungsachse besitzt im x, y, ^e^-System die Gleichungen: 

X ^ X + qI + hX, usw. 

Dies liefert im |, iy, g-System: 

S « Ä sin 9?, 1? «= p, g = Ä cos qp, 
d. h. 

a^^QUiq), /Jo-^O, yo = cos9?. 
Wir erhalten: 

n^^ — ysiaq), jr^ « 0, 7r^ = — ^ cos % 

Die Krümmungsachse ist daher ein Translationsstrahl bei 
allen Schraubenbewegungen. 

Die von den Translationsstrahlen der Punkte der Krümmungs- 
achse bei einer Schraubenbewegung bestrichene Ebene besitzt die 
Gleichung: , 

Die den sämtlichen Schraubenbewegungen entsprechenden Ebenen 
bilden somit einen Ebenenbüschel. 
Da t^ =» 0, haben wir: 

Es ergibt sich: 

dw 
f cosqp ^1 ds I — sinqp 

dw dw 

j., ds f Q c.t ds » 



_^.„.„ «-,-^^j,. — r;;;^)- 
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Die Konjugierte der Erümmungsachse hat im x^ y, zSjstem die 

Gleichungen: 

d(p 






i 



a + rpl 

+ n — > usw. 

Die denverschiedenenSchraubenbewegungen entsprechenden 
Konjugierten der Krümmungsachse bestreichen daher die 
Schmiegungsebene der Kurve. 

Die durch unsere Schraubenbewegungen bestimmten linearen 
Komplexe werden durch die Gleichung: 

, /sin (T COß Qp\ / a c,\ 

+ (^ + ^)(^oSo-«o^o)-ifK§o-yolo)-0 

festgelegt. Hier kommt in der Schar der den verschiedenen Werten 
von -T^ entsprechenden Komplexen nur ein spezieller^ nämlich der 
durch die Bedingung: 

«oSo - yolo = 

bestimmte, vor. Wir haben es mit dem von Plücker a. a. 0. S. 73 
behandelten Falle zu tun. Um die allen Komplexen gemeinsamen 
Geraden zu jGjiden, bemerken wir zunächst, daß eine Gerade, deren 
Bestimmungsstücke der letzten Gleichung genügen, entweder der 
Hauptnormale parallel ist (ccq^^ ^0=0), oder sie schneidet. Ist sie 
der Hauptnormale parallel, so müssen, damit sie dem betrachteten 
Strahlensystem angehöre, ihre Bestimmungsstücke noch der Gleichung: 

c. /sinqp C08 9\ c. /cos qp Bmq>\ __ ^ 

oder im x, y, «- System: 

genügen. Diese Gleichung stellt die Ebene dar, welche die Haupt- 
normale und die rektifizierende Kante enthält; folglich schneiden 
die dem Strahlensystem angehörenden Parallelen zur Hauptnormale 
die rektifizierende Kante. — Wenn die Gerade die Hauptnormale trifft, 
können wir g^^ — g^^ =- nehmen. Dann muß noch die Bedingung: 

(/cos 9 , sinqpX \ / . /sing? cos qp\ \ r^ 

eoBtp- ^_^+ _^j^„j - y^(Bm(p -[-^- -7^)%) = 
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befriedigt werden, d.h. die Gerade muß in der Ebene liegen^ deren 
Gleiclmng: 

|(eoB<p(l-^)-^,.)-e(.in,>(l-^) + 2^,„)-0 
ist, oder im a:,y,£r- System: 

2;(i-«)(«(i-^)-iJ)-o. 

Sie stellt bei yerilnderlichem 1^0 einen Ebenenbüschel dar, dessen Achse 
die Hauptnormale ist. Jedem Punkte der Hauptnormale ist eine 
Ebene des Büschels zugeordnet. Von allen durch einen Punkt der 
Hauptnormale gehenden Geraden geboren nur diejenigen dem 
Strahlensystem an, die in der dem Punkte 'zugeordneten Ebene liegen. 

Dem Eurvenpunkte selbst ist die Normalebene zugeordnet, so 
daß alle durch den Eurvenpunkt gehenden Normalen der Eurve dem 
Strahlensystem angehören. 

Dem Mittelpunkte der ersten Erümmung ist die Schmiegungs- 
ebene zugeordnet. 

Dem Punkte kürzesten Abstandes der Hauptnormale von der 
unendlich benachbarten Hauptnormale (§ 10 S. 224) ist die Ebene 
zugeordnet, welche die Hauptnormale enthalt und zur rektifizierenden 
Eante senkrecht liegt. 

III. In dem Falle, in dem das |, rj, g- System aus der Binormale 
und zweien in der Schmiegungsebene liegenden Eanten besteht, be- 
nutzten wir die Bestimmungen: 

«x = a cos <p + 1 simp, h^l cos (p — a sinfp, Aa? = A 

und fanden: 

coBop sinop 1 , d(p 

Pi —' p^--r' Pz-- + äi' 

q^ = cos qp, g^ = — sin 9), 33 = 0. 
Für die Tangente haben wir: 

lo = 0, t?o — 0, ?o = 0; «o^cosy, /Jo«-sin9?, ^0 = 0, 

Ua^n^-^l, 2JccQPi="-^'=2^Ptqv 

Die Tangente ist daher ein Translationsstrahl bei allen 
Schraubenbewegungen. Die von den Translationsstrahlen 
der Punkte der Tangente bestrichene Ebene ist bei allen 
Schraubenbewegungen die Schmiegungsebene. 

Die Eonjugierten der Tangente bei den einzelnen 
Schraubenbewegungen sind parallel der Binormale und 
bestreichen die Normalebene; man erhält nämlich: 

T. Lilie nthal, Di£Fereiitialgeometrie. I. 23 
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Die rektifizierende Kante teilt mit der Tangente die 
letztere Eigenschaft; denn hier ist: 

«o'-o, ^o'-o, n'-i; IJo = §' ^io-'il' e^-o, 

d« ds 

während: 

lo-O, i?o-=0, So-O; 

pcosy ^ p sin 9 1 

Da hier: 



d(p 



^57 



(■+(?)■)' 



so ist die rektifizierende Kante bei keiner Schraubenbewegung ein 
Translationsstrahl. Für (p » const. liegt sie parallel der Schraubungs- 
achse. 

Hinsichtlich der Krümmungsachse ergibt sich: 

«o*-0, ßo^O, yo-1; 
So =" U = (> süi 9?, ly^, « iy^ « p cos qi, gjj = g^ = 0, 

(2qp dop . p 

die Krümmungsachse ist daher nur bei tp « const. ein TranslationsstrahL 
Für die Konjugierten der Krümmungsachse bei den einzelnen 
Schraubenbewegungen folgt: 

dtp 
I coay ^ f sin 9 , ds 

" ~ " 'Vh^' ' '^Vhm'' " ' Vh^' 

oder im x, y, ;ef-System: 

-f r ^ ds 

usw. 



n^ 
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Femer hat man: 

$i-0, rm-0, g^-O 
oder im x,y,0-SjBbem: 

X^ — X, UBW. 

Die Konjugierten der Erümmungsachse bilden also einen 
Büschel, dessen Ebene mit der rektifizierenden Ebene zo- 
sammenfallt, während der gemeinsame Schnittpunkt seiner 
Geraden mit dem Earyenpnnkt (x, y, d) zusammenfallt 

Die bei den einzehien Schranbenbewegongen auftretenden linearen 
Komplexe werden durch die Gleichung: 

a^cosfp-ß^8ing> - ^(yo%- ßoto) + ^(«oSo" YqU) 

bestimmt Die allen diesen Komplexen gemeinsamen Geraden werden 
durch die Bedingungen: 

a^coBg>-ß^Bmfp- ^{roVo^ ßoQ + '^(«oSo- ro^o) == 0, 

festgelegt Eine Gerade, deren Bestimmungsstücke der letzten Be- 
dingung genügen, ist entweder parallel der Binormale (0^^=» ß^^^O), 
oder sie schneidet die Binormale. Im Falle des Parallelismus geht 
die Torletzte Bedingung in: 

fJQ cos <p + ^Q BUlfp ^ 

oder im a;,^,;e^- System: 

über, d. h. dem betrachteten Strahlensystem gehören die- 
jenigen Parallelen zur Binormale an, die in der rektifi- 
zierenden Ebene liegen. 

Im Falle des Schneidens können wir ^^^^^^0 setzen, und 
damit erhalt die erste Bedingung die Form: 

«0 (cosy + ?^go) - ßo (si»9> - ^^£0) = 0. 

Die Gerade muß daher in einer Ebene liegen, deren Gleichung im 
S,^; 5- System: 

im a?, y, j8f- System: 

28* 
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ist Jedem Punkte der Binormale ist hierdurch eine die Binormale 
enthaltende Ebene zugeordnet. Dem Eurvenpunkte entspricht dabei 
die Normalebene der Kurve. 

§ 36. Translatlons- und Binormalstrahlen der Funkte 
einer Ebene. Anwendungen. 

Wir fassen die Translationsstrahlen der Punkte einer 
£bene ins Auge. Sind a^,ati,a^'^ ^f^rj^h^] ^h<^n9^^ ^^^ Bichtungs- 
kosinus Ton drei zueinander senkrechten Bichtungen^ so stellen die 
Gleichungen: 

l-=-% + ta^ + rh, 1? « i?o + ^«^ + ^^7 5 = So + ^»C + '^h 

die Koordinaten der Punkte einer Ebene dar^ wenn t und % als ver- 
änderlich angesehen werden. Wir fragen^ ob es in der Ebene einen 
Punkt gibt; dessen Translationsstrahl senkrecht zur Ebene liegt. 
Zutreffendenfalls müssen sich die drei Größen: 

ii+P^i-Pz^y i^+Pzl-Piiy &+l>i^-i>25 

verhalten wie c^ zu c^ zu c^, Multiplizieren wir also die drei Größen 
der Beihe nach mit a^, a,^, a^y daim mit h^y h^y 2^^ und addieren jedes- 
mal, so müssen beide Summen verschwinden. Wir nehmen die 
Determinante 





Of a, at; 






h \ h 




C« C, C{ 1 

gleich Eins und erhalten: 


^iii + Pilo- PaVo>i - tSp^c^ = 0, 


-SCffi + PsSo 


-PiVo)h + > 


iUPiCi-'O. 



Wenn also 2JpiC^ von Null verschieden ist, d. h. wenn die 
angenommene Ebene die Schraubungsachse schneidet, gibt 
es in ihr einen einzigen Punkt, dessen Translationsstrahl 
senkrecht zur Ebene liegt. Wir nennen ihn den Nullpunkt 
der Ebene und wollen unter 1^', rj^', t^ die Koordinaten des Null- 
punktes verstehen, so daß: 

Die gegebene Ebene ist die Normalebene der durch 
ihren Nullpunkt gehenden Schraubenlinie in diesem Punkt. 

Hiemach ist es zweckmäßig, an die Stelle der Zahlen a|, a,j, a^ 
die Bichtungskosinus (a'i, a\y a'f) der Hauptnormale der durch den 
Nullpunkt der Ebene gehenden Schraubenlinie, an Stelle der Zahlen 
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^^f ^ri, h^ die Richtnngskosiiins (V^, V,j, V^) der Binormale dieser 
Schraubenlinie zu setzen. 

Wir nehmen abkürzend: 

und erhalten: 

Der kürzeste Abstand des Nullpunktes von der Schraubungsachse 
ist gleich dem kürzesten Abstand des Translationsstrahls des Null- 
punktes von der Schraubungsachse. Nach § 32 S. 333. erhalten wir^ 
da hier cf^ an die Stelle Ton Oq^ ^^ an die Stelle von ^r^, usw. tritt: 

W 
wo: 



W 
so daß -j die absolute Maßzahl des kürzesten Abstandes ist. 

Wir fragen nun nach denjenigen Punkten unserer Ebene, 
deren Translationsstrahlen in der Ebene liegen. Ein der- 
artiger Punkt besitze die Koordinaten: 

I «= So' + h^^^ + ^o^'l^ «sw- 
Als Bedingung für t^ und Tq ergibt sich: 

^XxWi + P^{U + to<^\ + r,Vi) -pM + ho!n + ^0»'.)} - 0. 
Man hat: 

somit erhält unsere Bedingung die Gestalt: 

2:xt'-toW^o. 

Dies zeigt; daß die Punkte^ deren Translationsstrahlen sich 
in der Ebene befinden, auf einer Parallelen (L) zur Bi- 
normale der durch den Nullpunkt der Ebene gehenden 
Schraubenlinie liegen. 

Die Bichtungskosinus eines solchen Translationsstrahls sind pro- 
portional den Zahlen: 
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wir können also die Gleichungen des Strahles im |, 17, g- System in 
der Form: 

S - lo' + ^ «'1 + '^oV^ + h {2Jxt' • V^ - Wa^^t,), usw. 

nehmen. Im Koordinatensystem der Haupt- und Binormale der 
durch den Nullpunkt der Ebene gehenden Schraubenlinie sind die 
Gleichungen des Strahles die folgenden: 

die Schar der in der Ebene liegenden Translationsstrahlen 
umhüllt somit eine Parabel^ deren Gleichung: 



^ w V w ) 



ist. Der Brennpunkt der Parabel fällt mit dem Nullpunkt 
der Ebene, ihre Scheiteltangente mit der Geraden (L) zu- 
sammen. 

Ähnliche Betrachtungen wie die vorigen lassen sich über die 
Binormalstrahlen der Punkte einer Ebene anstellen. Die Richtungs- 
kosinus eines solchen Strahles sind nach § 31 S. 332 den Zahlen: 

Pi^iQi + Pit-PzVy - (2t +i>2S -'PfiV)^Piai} usw. 

proportional. Für: 

I = lo' + ^öt'$ + tV^, usw. 
wird: 

woraus folgt: 

^(ffi + i>« e - PiVY - ^Xi' + wH' -2tW+ '^^ xK 

Soll der Binormalstrahl eines Punktes der Ebene zn ihr senk- 
recht sein, so müssen die Bedingungen bestehen: 

^^'i{Pt^(2i+Pd -PsVY - (äi+Pit - PaV) ^Piii) = 0. 
Da: 

SO erhalten die Bedingungen die Gestalt: 
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wH^ - 2tW-^-^^^ t + Zx^^ « 0. 
Die beiden Wurzeln der letzten Gleichung sind: 

Um die Lage des zu dem Werte t^ gehörenden Punktes der 
Ebene zu bestimmen^ ersetzen wir in den Gleichungen: 

I =- l'o + ^a's + ^6'^, usw. 
die Zahl t durch ^, die Zahl t durch die Null. Dann folgt: 

_ Pt^s-Ps9t+Pi^Pi^'o 

==5i+n^^ nsw. 

Die zweite Wurzel ^ entspricht daher dem Schnittpunkte der Ebene 
mit der Schraubungsachse. Da diesem Punkte überhaupt kein be- 
stimmter Binormalstrahl zugehört, brauchen wir nur die Wurzel t^ 
zu berücksichtigen und sehen, daß der Scheitelpunkt der vorhin 
betrachteten Parabel der einzige Punkt der Ebene ist, 
dessen Binormalstrahl auf der Ebene senkrecht steht. 

Soll der Binormalstrahl eines Punktes der Ebene in der Ebene 
liegen, so muß die Bedingung: 

erfüllt sein, oder: 

Die fraglichen Punkte liegen also auf einer Ellipse, 
die durch den Nullpunkt der Ebene hindurchgeht, und deren 
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des senkrechten Ab- 
standes des Nullpunktes der Ebene von der Schraubungs- 
achse zusammenfällt. 

Die Richtungskosinus eines in der Ebene liegenden Binormal- 
strahls sind den Zahlen: 



^^±^a^^ + (W^tw')V^n^^, usw. 
proportional, wenn t und t der letzten Gleichung genügen. 
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Die Gleichungen eines solchen Strahles sind daher: 

g «- y + *(^h + ^y^ + A{^(^i>i2i)*«'$ + {W- tw^)2]Xi'^V^}, nsw. 

Da sich für: 

j^ t_ 

sowohl I = ^' als fj ^ tiq und g = g^' ergibt, gehen alle in der 
Ebene liegenden Binormalstrahlen durch den Nullpunkt 
der Ebene hindurch, oder mit anderen Worten, die in einer 
nicht zur Schraubungsachse parallelen Ebene liegenden 
Eomplexgeraden bilden einen Büschel, dessen Mittelpunkt 
der Nullpunkt der Ebene ist. 

Wir zeigen endlich, daß der Ort der Nullpunkte aller 
durch eine nicht zur Schraubungsachse parallele Gerade 
gehender Ebenen die Konjugierte der Geraden ist. Die 
Gerade denken wir uns durch ihre Richtungskosinus a^, ß^y y^ und 
durch die Koordinaten l^^, i^^^, g^^ ihres Punktes kürzesten Abstandes 
von der Schraubungsachse bestimmt. Mit c^, ß^y y^ bezeichnen wir 
die Richtungskosinus der von dem Punkt (l^o? ^oo^ Soo) ^^ ^^® 
Schraubungsachse gefällten Senkrechten, mit Og, ß^, y^ die Richtungs- 
kosinus der zu den Richtungen (a^, ß^j y^) ^^^ (^? ßv Vi) senkrechten 
Richtung. Dabei sei: 

«0 /^o n 

-1. 



«0 


ßo 


Vo 


«1 


ßl 


n 


«% 


ß. 


Vi 



Für eine durch die gegebene Gerade gelegte Ebene können wir: 
ai = a^j, 6^ = Ol cos ^ + «2 sin 'O', c^ = — o^^ sin -d* + «^ cos %'y 

setzen. Die Gleichungen für die dem Nullpunkte der Ebene ent- 
sprechenden Werte von t und x (S. 356) werden: 

^^1 0^0 + ^ ('^^ '9'2Jpi a^ — cos ^^^i?! ojg) =» 0, 
cos-d'^?^!«! + sin -ö- 27^1 Og — ^(sin-d'^^^iaj — cos^^TpiCCg) = 0. 

Verschwindet Ht^^a^y so verschwindet r für jeden Wert von %'y 
d.h. die Nullpunkte der durch eine Komplexgerade gehenden 
Ebenen liegen auf der Geraden selbst. 

Nun sei UfiCtQ von Null verschieden. Wir bemerken zunächst, 
daß sowohl Uil^^a^ wie Up^dl^ verschwindet; denn das vom Nullpunkte 
der Geraden aus auf die Schraubungsachse gefällte Lot steht sowohl 
auf dem Translationsstrahl des Nullpunktes, wie auf der Schraubungs- 
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achse senkrecht. Für die |- Koordinate des Nullpunktes der zu d' 
gehörenden Ebene ergibt sich: 

I - loo - «0 tg*-i^ + K cos* + «. Bin*)^^;^!^ 

-«00 + ««12;^^^ +*g*V «02?p,^ +"is^y 
Nun ist: 

^ >/«,«- (i;sPi)' V«'-(2?«,ft)« 

somit: 

5-500+ «,«-(2?«.i>j)» +*8* ««-(2?«,p.)« ' 
oder in den früheren Bezeichnungen (§ 34 S. 342, 343): 



Dies zeigt, daß in der Tat die Nullpunkte der Ebenen eines 
Büschels auf der Konjugierten der Achse des Büschels 
liegen. 

Wir machen von dem vorstehenden eine Anwendung auf folgenden 
Fall. Es soll die Schraubenbewegung betrachtet werden, 
welche zu einer bestimmten Lage des Dreikants der 
Tangente, der Haupt- und Binormale gehört, so daß: 

Ä "= — 7' Ä == ^f Pz "= -' 
ffi==l; &"=0i «8 = 0. 

Wir fassen zunächst die Tangentialebenen ins Auge. Für eine solche 
können wir: 

a$ = 1, a,, = 0, a^ = 0, 

6$ = 0, 6,, = cos d', 6f = sin-ö-, 

C| = 0, c,, = — sin '9', c^ =» cos d'y 

setzen. Dem Nullpunkte entspricht: 

somit: 

W = 0, r],' = Q, t^^Qtg». 

Die Nullpunkte der Tangentialebenen liegen also auf der 
Krümmungsachse und fallen mit den zu dem Kurvenpunkt 
(Xy y, z) gehörenden Krümmungsmittelpunkten der senk- 
rechten Projektionen der Kurve auf die Tangentialebenen 
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zuBammen. Hiermit ist anf anderem Wege wie im § 35 S. 345 
gezeigt^ daß die Erümmungsachse die Konjugierte der Tangente ist. 
Für die Schmiegungsebene ist -0* gleich Null, und: 

k' = 0, %' = p, go'-Ö. 
Ferner wird hier: 

%i-0, ;c2 = 0, xs r TT^f,, 

Dabei ist s gleich + 1 oder gleich -— 1, je nachdem r positiv oder 
negativ ausfallt. Die Gleichungen für die Gerade, deren Translations- 
strahlen in der Schmiegungsebene liegen, nehmen die Form an: 

I « - sTq, 1? = 0, g = 0. 

Die Gerade fällt also in Übereinstimmung mit dem § 35 S. 345 ge- 
fundenen Ergebnis mit der Tangente zusammen. 

Um die von den Translationsstrahlen der Punkte der Tangente 
umhüllte Parabel zu finden, müssen wir die Zahlen t und r mit Hilfe 
der Bedingung: 

aus den Gleichungen: 

| = — r, i^ = p — ^ 

eliminieren. Man erhält: 

Der Punkt der Schmiegungsebene, dessen Binormalstrahl senk- 
recht zu ihr liegt, ist offenbar der Kurvenpunkt selbst. 

Der Ort der Punkte der Schmiegungsebene, deren Binormal- 
strahlen in ihr liegen, ist die durch die Gleichung: 

f^ + (^ + ,-.)('?-p)* + ('?-p),^. = o 

bestimmte Ellipse. 

Der Nullpunkt der Normalebene ist der Kurvenpunkt selbst. 
Der Ort der Punkte der Normalebene, deren Translationsstrahlen in 
ihr liegen, fällt mit der Krümmungsachse zusammen (vgl. § 35 S. 346). 
Diese Translationsstrahlen umhüllen die durch die Gleichung: 

bestimmte Parabel. Der Punkt der Normalebene, dessen Binormal- 
strahl senkrecht zu ihr liegt, ist der Mittelpunkt der ersten Krümmung 
der Kurve. Der Ort der Punkte der Normalebene, deren Binormal- 
strahlen in ihr liegen, ist die durch die Gleichung: 

festgelegte Ellipse. 
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Die rektifizierende Ebene ist der SchraubnngsacliBe parallel und 
besitzt somit keinen im Endlichen gelegenen Nullpunkt. 



Hiermit beschließen wir die Theorie der Translations- und 
Binormalstrahlen der Punkte einer Ebene. Es leuchtet ein, daß 
sich die Anwendungen dieser Theorie erheblich vermehren lassen, 
wenn man entweder die durch die Tangente, Hauptnormale oder 
Binormale gelegten Ebenenbüschel betrachtet, oder die anderen 
Schraubenbewegungen zugrunde legt, von denen früher, im § 29, 
die Rede war. 

Wir weisen noch auf die Aufgabe hin, die Schraubenbewegungen 
zu untersuchen, die sich einem außergewöhnlichen Eurvenpunkt zu- 
ordnen lassen. Hier tritt insofern eine Schwierigkeit auf, als sich 
in den Fällen, wo die Schraubungsachse im Unendlichen liegt, oder 
der Schraubungsparameter unendlich ist, von einer Schraubenbewegung 
nicht mehr reden läßt. Diese Frage gewinnt aber eine Bedeutung, 
wenn man die von irgendeiner Schraubungsachse längs der Kurve 
beschriebene geradlinige Fläche betrachtet. Die Gestalt einer solchen 
Fläche hängt wesentlich von dem Verhalten der Schraubungsachse 
bei der Annäherung an einen außergewöhnlichen Kurvenpunkt ab. 
Ob diese Fragestellung zu bemerkenswerten Ergebnissen führt, ist 
noch unsicher. 



Zusätze nnd Verbesserungen. 

S. 5 Z. 20 V. 0. hinter Wende tan gen te lies: ihren Berührungspunkt einen 

Wendepunkt. 
S. 216. Die Figur 26 ist so zu ändern, daß sich der rechte Winkel an 

der Ecke C befindet. 
S. 276. An den Schluß des § 19 gehört folgender Zusatz: 

3. Parallelkurven. Unter den einerKurve parallelen Kurven versteht 
man die orthogonalen Trajektorien ihrer Normalebenen. Die Gleichungen 
einer beliebigen Trajektorie dieser Ebenen lassen sich in der Form: 

X = g^{s) + h{s)\l(iOBq>(s) + ^sin9(5)L usw. 
darstellen. Man erhält: 



dx 
~ds 



+ A^gsin9-(i-|f)Äcos9J, 



usw. 



Wenn die Tangente der Trajektorie parallel der Kurventangente sein 
soll, müssen hier die Koeffizienten von l und X verschwinden, d. h.: 

h =a const. und (f = f h 9>o» 

wo (Pq eine willkürliche Konstante bedeutet. Die beiden Bedingungen: 

h = const. und ^- = — 
as r 

zeigen, daß man die sämtlichen Parallelkurven erhält, indem 

man auf den Erzeugenden der abwickelbaren Normalenflächen 

(§10 S. 227) von der Kurve aus nach derselben Seite hin gleiche 

Stücke abträgt. 

Der geometrisch offenbare Satz, daß die Parallelkurven einer Kurve 
mit den Planevolventen des Ortes der Mittelpunkte ihrer Schmiegungs- 
kugeln, also der Pollinie, zusammenfallen, läßt sich mit Hilfe der Glei- 
chungen für eine Planevolvente (§19 S. 276) folgendermaßen beweisen. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes der zu s gehörenden Schmiegungs- 
kugel sind (§ 6 S. 210): 

Für ^ ^ ^2 

j^^Q . dr dg ^d^g 

r ds ds ds^ 

ergibt sich: , 

-j^ = — ÄX. usw. 
ds ' 

Die Eichtungskosinus der Tangente der Pollinie bezeichnen wir mit a^, ß^, y^, 

die Eichtungskosinus ihrer Hauptnormale oder Binormale mit l^y w^, Wj, oder 

^19 t^v ^17 ^^^ Bogenlänge mit a. Bestimmen wir die letztere mit Hilfe 

der Gleichung: ^^ 



so daß: 

sin 
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so nimmt sie mit wachsendem s zu oder ab, je nachdem Ä negativ oder 
positiv ist. Man hat dann: 

und: dttt ^ l 

de ^ rA 

Wir verstehen unter e die positive oder negative Einheit, je nachdem rA 
positiv oder negativ ist, unter — die erste Krümmung der Pollinie. Dann 

PQr %^ erhält man die Gleichung: 

-^^ — 6sm f —1 cos«^« cos I — • 
Zunächst sind die Integrale: 

I sia&da, 1 coa^ da 

Cds 
zu berechnen. Man hat, wenn I — gleich r genommen wird: 

1 amO'da^^ 6 1 Asiards. 

Aber: ^/^\ 

A 9 , \ ds/ 
r ' ds 

ä cos r 
smr = — r—^ — » 
ds 

somit durch partielle Integration: 

«fsin'^dcy«— ^cosT + r^sinr + a, 

wo a eine Integrationskonstante bedeutet. 
Auf demselben Wege ergibt sich: 



/■ 



cos-^c^tf = — ^sinr — r^cosr — &, 



wo h ebenfalls eine Integrationskonstante bedeutet. 

Wenden wir nun die Gleichungen für die Koordinaten der Plan- 
evolventen an, so ist g^is) durch iCg, s durch tf, a durch ^, l durch 
— «Z, usw. zu ersetzen. Dann folgt: 

x = g^{8) + ^(acosT — dsinr) + A(asinr + dcosr), usw. 
Nehmen wir hierin: 

a = Ä cos 9)q, & =5 ä sin 9)q, 
so erhalten wir: 

^ *= ^i(^) + Ä(Zcos(r + 9o) + ^sin(r + 9^)), usw. 

und diese Gleichungen fanden wir für die Koordinaten der Parallelkurven. 
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enmdlage einer Krünumingslelire der Korrenscliareii. JZJ^ 

Pfofeitor «n dar Unireriiat Mttiuter i. W. [Vn u. lU S.] gr. 8. 1896. gofa. n. Ul 5.— 

Der TeifMier baabiiehUgt eine eiBheiÜiohe DuatelluDg ron der Krümmiingslehre doppell 
unendlicher Korrenaoharen xn liefern, die ■loh alt eine Theorie der allgemeloiten gekrttmmten oder 
reehtwinkligen Koordinatenlinien auffallen Iftßt. Der ente Teil der Schrift beich&ftigt sich snnidhct 
mit den ebenen, einfaeh unendlichen Kurrenicharen und gibt sodann die Verallgemeinerung der ge- 
wonnenen Ergebniiie fOr die einfach unendlichen Kurvenicharen im Baum. 

Der zweite Teil setzt eine doppelt unendliche EurTenschar als durch endliche Gleichungen 
gegeben Toraus und erforscht ihre KrümmungsverhUtnisse mit Hilfe der orthogonalen Trajektorien 
der Schar. 

Der dritte Teil nimmt eine Kurrenichar als durch Differentialgleichungen gegeben an und 
legt die hier geltende Bereohnnngsart der firfther eingeführten invariablen Operationen und geome* 
triichen Invarianten dar. 

Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung In rein 

fffDII1IIOflPioi»1lO« n^VOl-ollnilff Zur Einführung in das Studium der Kurventheorie. 
gUUlDUiri;StniSr Jlllr^SlUUUflg. y^^ ^^ ^|,„3,„ g^^,,,^ ^.^^ Professor am Poly- 
technikum zu Karlsruhe. Mit Holzschnitten. 2., erweiterte Aufl. [VIII u. 168 S.] gr. 8. 1898. 
geh. n. Ul 5. — 

Die nicht geringen Anforderungen, welche die Theorie der Kurven doppelter Krümmung. an 
die geometiisdie Phantasie stellt, lassen eine Übersicht vom rein geometrischen Standpunkt als eine 
sehr zweckmäßige Einführung erscheinen. Es ist daher in dem vorliegenden kleinen Werke der 
Versuch gemacht, die Theorie der Kurven doppelter Krümmung rein geometrisch mit Hilfe der 
Methode des Unendlichkleinen systematisch darzustellen. Die Kurve wird dabei an sich betrachtet, 
ohne Zugrundelegung eines Koordinatensystems und ohne Hilfe ihrer Projektionen auf Ebenen. 

ProJectlTO dlfferenttal geometry of eorves and rnled snrfaces. 

Von E. J. Wlloiyntkl, A. M. Ph. D., Besearoh Assooiate of the Carnegie Institution of Washington, 
Professor of Mathematics at the University of Illinois. [YIII u. 298 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand 
geb. n. Jf 10.— 

An der Hand von Monge, GauB und deren Nachfolger beschäftigte die Differentialgeometrie 
sich fast ausschliefilioh mit metrischen Eigenschaften. Den wichtigsten Beitrag zu einer systematischen 
projektiven Differentialgeometrie bilden die Arbeiten Halphens über die Differentialinvarianten von 
ebenen und Baumkurven, sowie diejenigen des Verfassers über geradlinige Flächen. In dem vor- 
liegenden Lehrbuch sind diese Untersuchungen in systematischer Weise gesammelt worden und 
werden dem Publikum, nach einer neuen, einheitlich^i Methode behandelt, in ihrem gesamten Umfange 
dargeboten, so d&B die projektive Differentialgeometrie hiermit zum ersten Male als selbständiges, in 
sich abgeschlossenes Wissensgebiet erscheint. Analytisch bildet die Invariantentheorie linearer Diffe- 
rentialgleichungen die Grundlage der projektiven Kurventheorie; daher folgt einer kurzen Skizze der 
Lieschen Theorie kontinuierlicher Gruppen eine eingehende Behandlung der Invarianten und Kovarianten 
linearer Differentialgleichungen. Die Verallgemeinerung dieser Invariantentheorie auf ein System von 
Differentialgleichungen führt zu der Theorie geradliniger Flächen. Die Haupteinteilung des Buches 
ei^bt sich als natürliche Folge dieser Behandlungsweise. 

Die ßmndformeln der allgemeinen Flächentbeorle. 1«.^^»"»' 

der Mathematik an der Universität Tübingen und Dr. V. Kommerell , Bektor des Bealgymnasiums 
zu Nürtingen. Mit 1 lithogr. Tafel. [VI u. 114 S.] gr. 8. 1893. geh. n. Ul 4.~ 

Das vorliegende Buch hat die Absicht, die Übersicht über die Fülle von Formeln, Sätzen und 
Aufgaben der Flächentheorie zu erleichtem, indem es zunächst in drei Abschnitten die Formeln zur 
Untersuchung einer gegebenen Fläche, die Formeln zur Herleitung einer Fläche aus gegebenen Eigen- 
schaften und die Formeln zur Untersuchung der Flächenkurven entwickelt. Die Anwendungen be- 
handeln dann die wichtigsten Gruppen von allgemeinen Aufgaben. Durch zahlreiche Literaturangaben 
ist die Verbindung mit ausfahrlicheren Darstellungen, insbesondere den Originalabhandlungen 
hergestellt. 
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Einleitung in ilie allgemeine Tlieorie der krummen Fläcben. 

Von Dr. Jobaniiet Knoblaath, Professor an der UniversUftt Berlin. [YIII n. 867 S.] gr. 8. 1888. i 

geh. n. Ul 8. — 

Unter Festhaltang der von GauB zuerst planmttBig angewandten Darstellung der krummen 
Fl&ohen — deren kartesisohe Koordinaten als Funktionen zweier nnabhtngigen Variablen betrachtet j 

werden — ist es Hauptaufgabe der vorliegenden Schrift, den engen Zusammenhang zwischen der 
FUchentheorie und der Theorie der binftren Differentialformeln darzulegen und ihn bei der Auf- 
stellung der allgemeinen Lehrsätze und Formeln jener Theorie zu verwerten. 

Vorlesongen flier natürUche eeometrie. L^rzintStlL'S^Klr;:^ 

Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. Gerhard Kowalewski, Professor an der Universit&t 
Bonn. Mit 48 Figuren im Text. [Vni u. 841 S.] gr. 8. 1901. In Leinwand geb n. Ul IS.— 

Die „natürliche Geometrie" (ital.: „geometria intrinseca") sucht sich unabhängig zu machen 
von ElementMi, die nichts mit der Natur des zu untersuchenden Gebildes zu tun haben. Sie benutzt 
daher die sog. natürlichen Koordinaten (wie z.B. Bogenlänge und Krümmungsradius einer 
ebenen, Bogenlänge, Krümmungs- und Torsionsradius einer Baumkurve). Dabei können die 
karteslschen Koordinaten freilich nicht ganz entbehrt werden. Wo sie aber auftreten, wird das 
Aohsensystem immer so gewählt, dafi es in einer gewissen natürlichen Beziehung zu dem betrachteten 
Gebilde steht. Hierher gehören die beweglichen Aohsensysteme, z.B. Tangente und Normale 
einer ebenen Kurve, Tangente, Hauptnormale und Binormale einer Baomkurve, wo der Anfangspunkt 
des Systems längs der Kurve fortrücken kann. 

Das aufierordentlich klar und präzis geschriebene Buch von E. Gesäro, der sich durch eine 
ansehnliche Beihe von Arbeiten um die Ausbildung der natürlichen Geometrie besondere Verdienste 
erworben hat, ist wegen der Fülle von Anwendungen, die es bringt, besonders geeignet, dem Leser 
die Macht der Methode der natürlichen Geometrie und ihre Überlegenheit über die gewöhnlichen 
Methoden überall da zu zeigen, wo die Infinitesimalrechnung in Anwendung kommt. 

Yorlesnngen über Düferentialgeometrie. 1::^^."^::^.^:^^ 

deutsche Übersetzung von Max Lukat, Oberlehrer an der Oberrealschule zu Danzig. [XVI u, 
659 S.] gr, 8. 1899. geh. n. Jf Sa,60, in Halbfiranz geb. n. Jf 84.60. 

Das Buch gibt ein — auch dem Anfänger verständliches — knappes, übersichtliches Bild 
über den modernen Stand der Differentialgeometrie. In 88 Kapiteln behandelt es den reichen Stoff 
im wesentlichen unter Zugrundelegung der in Kap, 8 entwickelten Theorie der Differentialinvarianten 
und Differentialparameter, d, h. auf dem von Gaufi angebahnten Wege, der dadurch charakterisiert 
ist, dafi das Studium der Flächen mit der Theorie einer resp, zweier quadratischer Formen (der 
beiden Grundformen) identisch ist. 

Die Kapitel 21 und 88, die in aller Kürze die Hanptformeln der n-dimensionalen Differential- 
geometrie, mit besonderer Büoksicht auf Bäume konstanter (Biemannscher) Krümmung, behandeln, i 
sind der deutschen Ausgabe vom Verfasser hinzugefügt. 

IEllAino4will flow lliniOinOll "^^^ Zusammensetzung von Kräften und verwandte Gegen- 
uBOIDBiriB UBl UjIlaluBn. stände der Geometrie. Von Dr. E. Study, Professor an der 

Universität Bonn. Mit 46 Fig. im Text u. 1 Tafel. [KIII u. 608 S.] gr. 8. 1903. geh. n. Jt 81.— 

in Halbfranzband geb. n. Ul 88.— 

In diesem Buche wird die Frage nach der konstruktiven Darstellung und Zusammensetzung 1 

von Dynamen, d. i. von Systemen von Kräften, die an einem starren Körper angreifen, als Ausgangs- ] 

punkt genommen für Untersuchungen geometrischen (und also rein theoretischen) Inhalts. 

Im ersten Abschnitt wird gezeigt, dafi die aus Lehrbüchern der Mechanik allgemein bekannten 
Sätze über Streokensysteme ein Glied büden in einer Kette verwandter Konstruktionen, die hier zum 
erstenmal vollständig und mit ausgeführten Beweisen vorgelegt werden. 

Der zweite Abschnitt bringt in einer etwas kürzeren Abfassung eine algebraische Begründung 
derselben Theorie. 

Der dritte Abschnitt behandelt hauptsächlich die linearen Systeme von Dynamen. Im Zu- 
sammenhange damit werden die Anfönge einer neuen Art von Liniengeometrie entwickelt. Den 
SchluB büden Anwendungen auf Kinematik. 

Die beiden ersten Abschnitte setzen beim Leser keine besonderen Kenntnisse voraus, während 
der dritte Abschnitt in verhältnismäßig knapper Behandlung sich nur an geübtere Geometer wendet, 
die mit den Hilfsmitteln der modernen Analysis und namentlich mit der Handhabung des Gruppen- 
begriffs genügend vertraut sind. 
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de Gättingue, de Leipiiy, de Munich et de Vlenne 
Edition fran^aisei 

rMigie et ptibliifo dV|3iJ^e l'^ditißn allemande mus In direetioa de 
liilfts Mnlk^ profcBBeur k VumvezAii^ de Nancy. 

Eo sept totuea. gr. d. 

Pftni: Tomel: VOl, I, fasc. l [160 pag.] I9ö4. Ji 4 . — Tome I: VOL I, faSC. II 
fl67 pagO 1907. Jf 4 20. Tome I: VOl III, fasc. l [91* pag,] 1^0*>. 
JL 2,40. Toiöe I: VOL IV, faec. L [160 pag.] 1006. JH.— 

Dffr<!sb die günstige Aufimlime v©Fanl»ßt, welehe die deutsche ÄUBgttbe 4i*^Aoe 

• .'"•; i-, '^*' ;' ■ '• " ■•' - !,•■ ■ ■ •■nili.döli "hat, uv.\ . r ' '".' . ' ..;;■• ' : d 
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1^ 



Ulli, uor t'irmai Gauthier - v 1 1 iitrs m i-'H.na uucn in 
i zu laBaen- Das Werk wird, wio achon dio erste 

N die lWi.ozöäiftcKtin M. n 



VERLAG VON B. G. TEUBWEB IN lEiPZIG UND BERÜN, 

Repertonum der höheren Mathematik DifmiLouen, roriiitiii,Theort'tT^e, 

Ernst Pa^ >r t^ii d*}i JÄt »u F;i 

(V VuL't MitwiTkang von L Ptsc' 
Pti nij^ A. Lnerwy, H. E- Tfmrriting» her l 

|| b.n. JC VI. ^ 



und U«*uHat« fUiilft^ dlit tt mUhtmid »tlfittr BtudUu ftloh ui^tv« 

; ■ i: :; !'^ Lll bei j*dr.i ■■•-■'■ ■ • .-.r^. :■ -■ '■-. ■ ■: r ■•, , 

/ücaiiyiairc Mathematique. fraD?Äiu-&ii i i; ,,. ^ v 

; / Vri KLui der reinen und ang^waüdleo - -i^i. Vou i'rofiv^bür i't 

Jl Lieferting IS/IX— XV u. i33-8iß.| 1901. gek o. .€ 11.- 

n.,p \'^J.b^^.l| Ui r(i..n. .i,-..tl-iJI.|* Ifi FtrT.<|..U-ji l^^-h^-i- P'jit.T« T'liil.T «.1. 1^ rUld) h rir,«f,(ir!"i:*'''1''frH- ■"«■'■ 1 -T r*l"""" 



Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, von norih cantor 

lij 4 muiU - 1 Von deo alterten Zeiten biß z-im Jahr© löOO n.CJii. », Aiifl.i 

mt 114 !■ : . . rii Trxt und 1 lithogr, Tsifel. [VI a. ^41 ß } grr. 8. 1907. 
j; 24.^, in Halbfranz geb. n, ^IK f6.— 11. Band, Vom Ju! 
ihre ififlS. 2., vorbeiiHt^rte und vermehrte An flagge Mit I9i' 
3 §.] gr. 8. I90ü. geh. n Jt 26.— , iii ' 
je; 1668 Hb ?>u!n Jfthre 1758. 3-, VCT^^^ 
'Iti ^ Abtii' '^^ . I' ' ^rmi im Te^rt, [X u, ü23 ö.J ji^f. a iüüj 

,C 9ft.— , V 27.— IV. Band. Von I75l>bi8 1109. h 

|yoii M. C^rnnr, ^. yuntner, V. liobynln» A> v. Bminmih^ F. CajoHp L Netto, ti\ Lorta« 
KttmmHrell* G. VivftntL und C* R, Wallnfir, 1.— S. U<iferuiig. [S. l — G42*] gr. i*. 

• Jiungvn Ub«r diu OMoyoliI« flur 
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-11 dun Assi et 


ir. 
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'>r «men gtwflbioiitiicliuu IffKgvifnukt Mai: : 


üa d«*r Geflchichtö d«T 
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Lj felelirtafiL Asuttiguii. 
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'Math&matiscfie Unterhaltungen una äpiela. Yen bt. w. Ahron» 

Hmedcburg. [X u 4^ia S] gr, S, iVHli. In Lemwiliid geb. n, JL 10.— 

Icherz und Ernst in der Mathematik. oeMgeite und nng^fiugeite woH<^ 
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9f»oi«ure.gUiiir «irlelcliJbarl dl« Üriiiutiwnuug. 



tF/af Ur. SüUatm« J 



VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN. 



Encyklopädle 
der Elementar-Mathematik. 

Ein Handbuch fQr Lehrer und Studierende von 

Or. Heinrich Weber m.d Dr. Joseph Wellstein, 

Piof«MOnii ui a«r ünlnnlttl StnSburs L,Sat. 

In dni BBnden. 



^r. 1 T 191?» 



NOV 



,4_$H^«fl- 



I. Elfsmentar& Algebra uitd Analysfs, 

88 Te^.Mgiir©ii. [XYTTT ti. 539 SJ 

IL EEemente der Geom^trlc^. Bearbeitl 
thal. Mit 28ü l^öitfigureii. [XU u. 604 
[2. Auflage iititor äei Prease,] ; 

Uf» Angewantfte Elementar- Matheitiatl 
und R- H. Weber (Heidelberg). Mit S^ 
In Lein wand geb. a, JC H. — 

Dai Werk verfolgt daa ZieU 
ichaftlicIieEL Slandpuckt zu stielleD. t 
B^Mer zu leloreB bat^ tief er bu erlt^r 
diBBer Lehren fi!r die allgemeitie öei 
Äjbeit iflfc nicht in der Ycrunitii lung 
zu emehen oder in der f u 

Gewand^ Bondern in einer t^i ■ : H 

der Elemente, Das Werk ist n 
Lehrer tmd Studierenden büstii 
tuugen auch eine für den prak; 
äammenatellung der wichtigsten 

tf. > , Zwo) iitomi^iite rnUaBBia bE'^ 
Dm flina Uft^rt diirifi, daß die gmudlcv: 

«ff^tirun, i" ^\'i "mfjinge^ witi et in i.npunuti 

Ott« K\Ti.^i' :.( lü iJ6iD Umst^jids «u c^f 

tk^ncvu. üiia t:Vf?i>ii ii.ii.n.|^6fi bh gubeUf ■^'Si ' . 
gfiVlLhltflm Müterlal die vi^äOQactiftftlJ» 
übärali auf die Qrim^fag«£i ainEügtli 
Abaolksitton, staik mm AtLadmck g>ck' 
Bücksiali« geaoi&iitetLi dl« &6iIiob »rat r 
tollen; doch Itt dafür au vet.cbiedüaeü 
deomötfiB ftcboid TOfgoarli^itet worden. . üc 
cjkiDpMiii der EJeiD6i;itaT-MatIii3mAtik^ *lr <'ii* « 
Gremioii desien^ wai an der Scbuls g^taüBn xveu 
und dat ist aocb wiabtigor ujxd offsELkuiiAl^ 4#i 
geDmetriecbftii WiaeiaxLi Tefmittelt JiluA^ara Leb 
nai mit NntKen au Bäte EiebBn , nfiiMr,n,ii.r,h ^ 
Fr«tgan kommen^ xua siob abar d 

Elues Terdlänt n,oab boH^i 
mit 8cb5at£D, sebr laAtrukti?^ gOj)äiL:iiLivi.<.nj i ji^jt^u 
Fan^tiQ Epbnnscbor Dr^le^dco kummon die itrtroa^i 
Und Stadj^K^an Breleoko ashi va itattep^X' (Zoitaöl 

I,.. . B&fl «in Hoducbullebrer Tttn dar B 
matik van höhoror Wart« aud b«hand(!Li und nnii 

Lebrer, JadoT Stiidiürüiilfi mji^ lUa Wark» welisE „ — iiLr m mvUlOiiticherf i<md<;i„ „^.. . .i^ 

nji*fltaati(icb«r Hixulßbt töo Eadöutußg tiiid dabar «In* wlaatlga Eriobeliiaeg dar 
ftiemeiitafeM matbomaütcbea Literatur iii, be^fdUcMj und BtUflicröiL'' 

(ZelUcbrift für lAtfiulot^ bdhefri Sojimleii, 15, Jähitgang. Kr 8-) 

,, ..Bifl Eaoyklep&di# will kwn isohtübiLeb im gflwöhBliclif»n gtna« dei Wort«! •ölu, itt 
ftb«r ÄTsr Vorböraitttiig aal dea Uiitöi-richt^ namontliob Id den oberrvü Kliv^tiui, iteu LnhiOTn Act 
ftlAthtimAtfk drimÄead sen empföhlen, weldie tUe beiligliebfiii OfigiB&likrbfiUeu tmiL% aüa ■ulba.t 
itudlart babeu, aich aler docb oricDÜnrea wollea^ wie v^om "'"niLuniff-" -^^f 1ilfidifliin_Wlli|iiTL_ 
ifibaft difl Begriffisbildimgon^ MutSiüdea tiad EntTricklTiisgou dm — ™ 
•talifta iLnd," (€, Firbar im ÄTObiv der Maibetnatlk ■ 




